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◆♦♠❡♥❦❧❛t✉r
❆❜❦ür③✉♥❣❡♥
❆❧✷❖✸ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞
❆❧✷❖✸✲❈ ❑♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❜✉♥❞❡♥❡s ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞
❇✸❇ ❇❛❧❧✲❖♥✲❚❤r❡❡✲❇❛❧❧s✲❚❡st
❈◆❇ ❈❤❡✈r♦♥✲◆♦t❝❤❡❞ ❇❡❛♠ ▼❡t❤♦❞
❊❉■ ➘q✉✐✈❛❧❡♥t❡s ●❡❜✐❡ts✐♥t❡❣r❛❧
❊P❇▼ ❊❧❛st✐s❝❤✲♣❧❛st✐s❝❤❡ ❇r✉❝❤♠❡❝❤❛♥✐❦
❊❙❩ ❊❜❡♥❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣s③✉st❛♥❞
❊❱❩ ❊❜❡♥❡r ❱❡r③❡rr✉♥❣s③✉st❛♥❞
❋❊▼ ❋✐♥✐t❡✲❊❧❡♠❡♥t❡✲▼❡t❤♦❞❡
❍❚ ❍♦❝❤t❡♠♣❡r❛t✉r
▲❊❇▼ ▲✐♥❡❛r✲❡❧❛st✐s❝❤❡ ❇r✉❝❤♠❡❝❤❛♥✐❦
▼▲ ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞
P■❆ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❆❝t✐♦♥
❘❊▼ ❘❛st❡r❡❧❡❦tr♦♥❡♥♠✐❦r♦s❦♦♣
❘❚ ❘❛✉♠t❡♠♣❡r❛t✉r
❘❲P ❘❛♥❞✇❡rt♣r♦❜❧❡♠
❙❈❋ ❙✉r❢❛❝❡✲❈r❛❝❦✲✐♥✲❋❧❡①✉r❡
❙❊P❇ ❙✐♥❣❧❡✲❊❞❣❡✲Pr❡❝r❛❝❦❡❞✲❇❡❛♠
❙❊❱◆❇ ❙✐♥❣❧❡✲❊❞❣❡✲❱✲◆♦t❝❤❡❞✲❇❡❛♠
❙❋❇ ❙♦♥❞❡r❢♦rs❝❤✉♥❣s❜❡r❡✐❝❤
❙▲❙qP ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ▲❡❛st ❙q✉❛r❡s Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣
❙P❚ ❙♠❛❧❧✲P✉♥❝❤✲❚❡st
❙❚❈❆ ❙tr❛✐❣❤t✲❚❤r♦✉❣❤✲❈r❛❝❦✲❆ss✉♠♣t✐♦♥
❖♣❡r❛t♦r❡♥ ✉♥❞ s♦♥st✐❣❡ ❙②♠❜♦❧❡
∆ ▲❛♣❧❛❝❡✲❖♣❡r❛t♦r
〈·〉 ▼❛❝❆✉❧❛②✲❑❧❛♠♠❡r♥✱ 〈·〉 = 1/2( ·+ | · |)
(ˆ·) P❛r❛♠❡t❡rs❝❤ät③✇❡rt
∂(·)/∂(·) P❛rt✐❡❧❧❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣
˙(·) P❛rt✐❡❧❧❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ♥❛❝❤ ❞❡r ❩❡✐t
(·),x = ∂(·)/∂x ❱❡r❦ür③t❡ ❙❝❤r❡✐❜✇❡✐s❡ ❞❡r ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ♥❛❝❤ x
❳ ■♥❤❛❧ts✈❡r③❡✐❝❤♥✐s
▲❛t❡✐♥✐s❝❤❡ ❇✉❝❤st❛❜❡♥
A0 ❆✉s❣❛♥❣s✢ä❝❤❡
AD ●❡s❝❤ä❞✐❣t❡ ❋❧ä❝❤❡
dA P❧❛tt❡♥✢ä❝❤❡♥❡❧❡♠❡♥t
a ❘✐ss❧ä♥❣❡
a0 ❑❡r❜♣❛r❛♠❡t❡r
a1 ❑❡r❜♣❛r❛♠❡t❡r
acz ❘✐ss❧ä♥❣❡ ✐♥ ❑♦❤äs✐✈③♦♥❡
∆a ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❘✐ss❧ä♥❣❡
B ❈◆❇✲Pr♦❜❡♥❜r❡✐t❡
b ❇r❡✐t❡ ❞❡r ❘✐ss❢r♦♥t✱ ❑♦♥t❛❦tr❛❞✐✉s
bcor ❑♦rr❡❦t✉r❢❛❦t♦r
b¯ ➘q✉✐✈❛❧❡♥t❡r ❑♦♥t❛❦tr❛❞✐✉s
C(α), C(ξ) ❙❝❤❡✐❜❡♥♥❛❝❤❣✐❡❜✐❣❦❡✐t
CCh ◆❛❝❤❣✐❡❜✐❣❦❡✐t ❞❡r ❈❤❡✈r♦♥✲❣❡❦❡r❜t❡♥ Pr♦❜❡
Cijkl ❙t❡✐✜❣❦❡✐tst❡♥s♦r
C˜ijkl ❊✛❡❦t✐✈❡r ❙t❡✐✜❣❦❡✐tst❡♥s♦r ❢ür ✉♥❣❡s❝❤ä❞✐❣t❡s ▼❛t❡r✐❛❧
Cl ❯♥t❡r❡ ●r❡♥③❡ ❞❡s ❱❡rtr❛✉❡♥s❜❡r❡✐❝❤❡s ✈♦♥ σˆ0
Cu ❖❜❡r❡ ●r❡♥③❡ ❞❡s ❱❡rtr❛✉❡♥s❜❡r❡✐❝❤❡s ✈♦♥ σˆ0
c Ü❜❡rs❝❤♥❡✐❞✉♥❣ ❞❡r ❑♦♥t❛❦t✢ä❝❤❡♥
c0 ❆❜st❛♥❞ ❞❡r ❑♦♥t❛❦t✢ä❝❤❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❑♦♥t❛❦t❞r✉❝❦ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t
D ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣
Dcz ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❞❡r ❑♦❤äs✐✈③♦♥❡
Dl ❯♥t❡r❡ ●r❡♥③❡ ❞❡s ❱❡rtr❛✉❡♥s❜❡r❡✐❝❤❡s ✈♦♥ mˆ
Du ❖❜❡r❡ ●r❡♥③❡ ❞❡s ❱❡rtr❛✉❡♥s❜❡r❡✐❝❤❡s ✈♦♥ mˆ
d ❉✉r❝❤♠❡ss❡r ❞❡r ❇✸❇✲Pr♦❜❡
d50 ▼✐tt❧❡r❡ P❛rt✐❦❡❧❣röß❡
d90 P❛r❛♠❡t❡r ❞❡r P❛rt✐❦❡❧❣röß❡♥✈❡rt❡✐❧✉♥❣
db ❑✉❣❡❧❞✉r❝❤♠❡ss❡r
dw ❉r❛❤t❞✉r❝❤♠❡ss❡r ❞❡r ❉✐❛♠❛♥t❞r❛❤tsä❣❡
E ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧
Ecz ❑♦❤äs✐✈st❡✐✜❣❦❡✐t
F ❑r❛❢t
Fexp(uk) ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡
Fmax ▼❛①✐♠❛❧❡ ❑r❛❢t
Fsim(uk) ❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡ ❛✉s ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥
F¯ ❉❡✜♥✐❡rt❡ ❑r❛❢t
f ❉✐♠❡♥s✐♦♥s❧♦s❡r ❋❛❦t♦r ③✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✈♦♥ σmax ✐♠ ❇✸❇✲❚❡st
fij ❲✐♥❦❡❧❢✉♥❦t✐♦♥ ✐♠ ❘✐sss♣✐t③❡♥❢❡❧❞
G ❙❝❤✉❜♠♦❞✉❧
GI ❊♥❡r❣✐❡❢r❡✐s❡t③✉♥❣sr❛t❡
GIc ❑r✐t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡❢r❡✐s❡t③✉♥❣sr❛t❡
GD ❙♣❡③✐✜s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡
gi ❲✐♥❦❡❧❢✉♥❦t✐♦♥ ✐♠ ❘✐sss♣✐t③❡♥❢❡❧❞
I ❘❛♠❛♥✲■♥t❡♥s✐tät
I1✱ I2✱ I3 ■♥✈❛r✐❛♥t❡♥ ❞❡s ❈❛✉❝❤②✲❙♣❛♥♥✉♥❣st❡♥s♦rs
■♥❤❛❧ts✈❡r③❡✐❝❤♥✐s ❳■
J J✲■♥t❡❣r❛❧
K P❧❛tt❡♥st❡✐✜❣❦❡✐t
KI ❙♣❛♥♥✉♥❣s✐♥t❡♥s✐täts❢❛❦t♦r
KIc ❑r✐t✐s❝❤❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣s✐♥t❡♥s✐täts❢❛❦t♦r✱ ❇r✉❝❤③ä❤✐❣❦❡✐t
k ■♥t❡r❧❛♠✐♥❛r❡r ❙❝❤❡r❢❛❦t♦r
L ❈◆❇✲Pr♦❜❡♥❧ä♥❣❡
Li ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞✲❋✉♥❦t✐♦♥
L ▲♦❣✲▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞✲❋✉♥❦t✐♦♥
l ❈❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡ ❊❧❡♠❡♥t❧ä♥❣❡
ll ❋❛❦t♦r ③✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ✉♥t❡r❡♥ ●r❡♥③❡ ❞❡s ❱❡rtr❛✉❡♥s❜❡r❡✐❝❤❡s
lu ❋❛❦t♦r ③✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ♦❜❡r❡♥ ●r❡♥③❡ ❞❡s ❱❡rtr❛✉❡♥s❜❡r❡✐❝❤❡s
M ❆♥③❛❤❧ ❙tüt③st❡❧❧❡♥
m ❲❡✐❜✉❧❧✲▼♦❞✉❧
mˆcor ❑♦rr✐❣✐❡rt❡r ❙❝❤ät③✇❡rt ❢ür ❲❡✐❜✉❧❧✲▼♦❞✉❧
mr✱ mϕ✱ mrϕ ❙❝❤♥✐tt♠♦♠❡♥t❡ ❛♠ P❧❛tt❡♥❡❧❡♠❡♥t
N ❆♥③❛❤❧✱ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢❛♥❣
n ❆♥③❛❤❧ ❑❡tt❡♥❣❧✐❡❞❡r
nj ◆♦r♠❛❧❡♥❡✐♥❤❡✐ts✈❡❦t♦r
Pi ❆✉s❢❛❧❧✇❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ❑❡tt❡♥❣❧✐❡❞
Pf ❆✉s❢❛❧❧✇❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t
Ps Ü❜❡r❧❡❜❡♥s✇❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t
∆P ❱❡r❢ü❣❜❛r❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡
p ❉r✉❝❦
p0 ▼❛①✐♠❛❧❡r ❑♦♥t❛❦t❞r✉❝❦
pi ❱❡❦t♦r ❞❡r ▼♦❞❡❧❧♣❛r❛♠❡t❡r
qr✱ qϕ ❙❝❤♥✐tt❦rä❢t❡ ❛♠ P❧❛tt❡♥❡❧❡♠❡♥t
R Pr♦❜❡♥r❛❞✐✉s✱ P❧❛tt❡♥r❛❞✐✉s
Ra ❆✉✢❛❣❡r❛❞✐✉s
Rb ❑✉❣❡❧r❛❞✐✉s
R1 ❊rst❡r ❚❤❡r♠♦s❝❤♦❝❦♣❛r❛♠❡t❡r
r ❘❛❞✐✉s
reff ❘❡s✐❞✉✉♠
r0eff ●r❡♥③✇❡rt ❞❡s ❘❡s✐❞✉✉♠s ③✉♠ ❆❜❜r✉❝❤ ❞❡r ❖♣t✐♠✐❡r✉♥❣
rK ❑❡r❜r❛❞✐✉s
S1✱ S2 ❆❜st❛♥❞ ❈◆❇✲❇❡❧❛st✉♥❣s❦ör♣❡r
s ■♥t❡❣r❛t✐♦♥s✇❡❣ ✉♠ ❘✐sss♣✐t③❡
s0 ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s❧ä♥❣❡
sn ❙❡♣❛r❛t✐♦♥
sf ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s❧ä♥❣❡ ❜❡✐ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣
t ❇✸❇✲Pr♦❜❡♥❞✐❝❦❡✱ P❧❛tt❡♥❞✐❝❦❡
t0 ❑♦❤äs✐✈❢❡st✐❣❦❡✐t
tB ❲är♠❡❜❡❤❛♥❞❧✉♥❣s③❡✐t
ti ❙❝❤♥✐tts♣❛♥♥✉♥❣s✈❡❦t♦r
tl ❋❛❦t♦r ③✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ✉♥t❡r❡♥ ●r❡♥③❡ ❞❡s ❱❡rtr❛✉❡♥s❜❡r❡✐❝❤❡s
tn ❑♦❤äs✐✈s♣❛♥♥✉♥❣
tu ❋❛❦t♦r ③✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ♦❜❡r❡♥ ●r❡♥③❡ ❞❡s ❱❡rtr❛✉❡♥s❜❡r❡✐❝❤❡s
U ❋♦r♠ä♥❞❡r✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡
❳■■ ■♥❤❛❧ts✈❡r③❡✐❝❤♥✐s
u ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣
ui ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✈❡❦t♦r
umax✱ umin ●r❡♥③❡♥ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✐♥t❡r✈❛❧❧
ur✱ uϕ ❘❛❞✐❛❧✲ ✉♥❞ ❚❛♥❣❡♥t✐❛❧✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❛♠ P❧❛tt❡♥❡❧❡♠❡♥t
u¯ ❉❡✜♥✐❡rt❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣
V ❱♦❧✉♠❡♥
V0 ❘❡❢❡r❡♥③✈♦❧✉♠❡♥
Veff ❊✛❡❦t✐✈ ❜❡❧❛st❡t❡s ❱♦❧✉♠❡♥
W ❈◆❇✲Pr♦❜❡♥❤ö❤❡
w ❉✉r❝❤❜✐❡❣✉♥❣
x✱ y✱ z ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❛❝❤s❡♥
x1✱ x2✱ x3 ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❛❝❤s❡♥
xu✱ xo ❱❡rt❡✐❧✉♥❣s♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡r ❲❡✐❜✉❧❧✲❱❡rt❡✐❧✉♥❣
∆x✱ ∆y ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❈◆❇✲❇❡❧❛st✉♥❣s❦ör♣❡r
Y ✱ Y ∗ ●❡♦♠❡tr✐❡❢✉♥❦t✐♦♥
Y ∗min ▼✐♥✐♠✉♠ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡❢✉♥❦t✐♦♥
∆Z ◆♦t✇❡♥❞✐❣❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❢ür ❘✐ss❢♦rts❝❤r✐tt
●r✐❡❝❤✐s❝❤❡ ❇✉❝❤st❛❜❡♥
α ◆♦r♠✐❡rt❡ ❘✐ss❧ä♥❣❡
α0 ◆♦r♠✐❡rt❡r ❑❡r❜♣❛r❛♠❡t❡r
α1 ◆♦r♠✐❡rt❡r ❑❡r❜♣❛r❛♠❡t❡r
αAl2O3 ❚❤❡r♠✐s❝❤❡r ❲är♠❡❛✉s❞❡❤♥✉♥❣s❦♦❡✣③✐❡♥t ❢ür ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞
αC ❚❤❡r♠✐s❝❤❡r ❲är♠❡❛✉s❞❡❤♥✉♥❣s❦♦❡✣③✐❡♥t ❢ür ❑♦❤❧❡♥st♦✛
αcz ◆♦r♠✐❡rt❡ ❘✐ss❧ä♥❣❡ ✐♥ ❑♦❤äs✐✈③♦♥❡
αth ❚❤❡r♠✐s❝❤❡r ❲är♠❡❛✉s❞❡❤♥✉♥❣s❦♦❡✣③✐❡♥t
Γ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥s✇❡❣ ✉♠ ❘✐sss♣✐t③❡
Γ0 ❙♣❡③✐✜s❝❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s❛r❜❡✐t
Γdiss ❉✐ss✐♣✐❡rt❡ ❊♥❡r❣✐❡
ΓM ❊♠♣✐r✐s❝❤❡ ❋♦r♠❡❧
γrz✱ γrϕ✱ γϕz ●❧❡✐t✉♥❣
γc ❙♣❡③✐✜s❝❤❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥❡♥❡r❣✐❡
Γ− ❯♥t❡r❡s ❙❝❤♥✐tt✉❢❡r
Γ+ ❖❜❡r❡s ❙❝❤♥✐tt✉❢❡r
δ ❉r❡❤✉♥❣ ❞❡r ❈◆❇✲❇❡❧❛st✉♥❣s❦ör♣❡r
δij ❑r♦♥❡❝❦❡r✲❙②♠❜♦❧
ε ❉❡❤♥✉♥❣
εpleq P❧❛st✐s❝❤❡ ❱❡r❣❧❡✐❝❤s❞❡❤♥✉♥❣
εpl,0eq P❧❛st✐s❝❤❡ ❱❡r❣❧❡✐❝❤s❞❡❤♥✉♥❣ ❜❡✐ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✐♥✐t✐✐❡r✉♥❣
εij ❉❡❤♥✉♥❣st❡♥s♦r
ε˜ij ❊✛❡❦t✐✈❡r ❉❡❤♥✉♥❣st❡♥s♦r
εr, εϕ ❱❡r③❡rr✉♥❣❡♥ ❛♠ P❧❛tt❡♥❡❧❡♠❡♥t
η ❙♣❛♥♥✉♥❣s♠❡❤r❛❝❤s✐❣❦❡✐t
θ P♦❧❛r✇✐♥❦❡❧ ❘✐sss♣✐t③❡✱ ❲✐♥❦❡❧ ❈❤❡✈r♦♥✲❑❡r❜❡
ϑB ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞❡r ❲är♠❡❜❡❤❛♥❞❧✉♥❣
ϑt Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r
■♥❤❛❧ts✈❡r③❡✐❝❤♥✐s ❳■■■
κ ❊❧❛st✐s❝❤❡ ❑♦♥st❛♥t❡
λ ❊①♣♦♥❡♥t P♦t❡♥③❣❡s❡t③
µ ❘❡✐❜✉♥❣s❦♦❡✣③✐❡♥t
ν ◗✉❡r❦♦♥tr❛❦t✐♦♥s③❛❤❧
ρ ❑rü♠♠✉♥❣sr❛❞✐✉s
σ ❙♣❛♥♥✉♥❣
σ0 ❈❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡ ❋❡st✐❣❦❡✐t ❞❡r ❲❡✐❜✉❧❧✲❱❡rt❡✐❧✉♥❣
σV0 ❱♦❧✉♠❡♥❜❡③♦❣❡♥❡ ❋❡st✐❣❦❡✐t ❞❡r ❲❡✐❜✉❧❧✲❱❡rt❡✐❧✉♥❣
σI✱σII✱σIII ❍❛✉♣ts♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ❞❡s ❈❛✉❝❤②✲❙♣❛♥♥✉♥❣st❡♥s♦rs
σeq ➘q✉✐✈❛❧❡♥③s♣❛♥♥✉♥❣
σij ❈❛✉❝❤②✲❙♣❛♥♥✉♥❣st❡♥s♦r
σHij ❍②❞r♦st❛t✐s❝❤❡r ❆♥t❡✐❧ ❞❡s ❈❛✉❝❤②✲❙♣❛♥♥✉♥❣st❡♥s♦r
σ˜ij ❊✛❡❦t✐✈❡r ❈❛✉❝❤②✲❙♣❛♥♥✉♥❣st❡♥s♦r ❢ür ✉♥❣❡s❝❤ä❞✐❣t❡s ▼❛t❡r✐❛❧
σmax ▼❛①✐♠❛❧❡ ❩✉❣s♣❛♥♥✉♥❣
σmin ❯♥t❡r❡ ●r❡♥③❡ ❞❡r ❋❡st✐❣❦❡✐t ✐♥ ❲❡✐❜✉❧❧✲❱❡rt❡✐❧✉♥❣
σn ◆❡♥♥s♣❛♥♥✉♥❣
σr ❘❛❞✐❛❧s♣❛♥♥✉♥❣
σvM ✈♦♥ ▼✐s❡s✲❱❡r❣❧❡✐❝❤ss♣❛♥♥✉♥❣
σY ❋❧✐❡ßs♣❛♥♥✉♥❣
σ0Y ❋❧✐❡ßs♣❛♥♥✉♥❣ ❜❡✐ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✐♥✐t✐✐❡r✉♥❣
σZ ❩✉❣❢❡st✐❣❦❡✐t
σz ◆♦r♠❛❧s♣❛♥♥✉♥❣
σϕ ❯♠❢❛♥❣ss♣❛♥♥✉♥❣
τrz✱ τrϕ✱ τϕz ❙❝❤✉❜s♣❛♥♥✉♥❣
Φ ✈♦♥ ▼✐s❡s✲❋❧✐❡ß❢✉♥❦t✐♦♥
ϕ ❲✐♥❦❡❧
ϕi P♦❧❛r✇✐♥❦❡❧ ❞❡s i✲t❡♥ ❆✉✢❛❣❡♣✉♥❦t❡s
Ψ ❋❡❤❧❡r♥♦r♠
Ψ1✱ Ψ2 ❋✉♥❦t✐♦♥ ❢ür ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡ ▲ös✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤♥✐tt♠♦♠❡♥t❡
Ω1✱ Ω2 ❋✉♥❦t✐♦♥ ❢ür ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡ ▲ös✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤♥✐tt♠♦♠❡♥t❡

✶✶ ❊✐♥❧❡✐t✉♥❣
✶✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥
❋ür ❞✐❡ ❊♥tst❡❤✉♥❣ ♥❡✉❡r ❍✐❣❤✲❚❡❝❤✲Pr♦❞✉❦t❡ s✐♥❞ ■♥♥♦✈❛t✐♦♥❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❇❡r❡✐❝❤❡♥ ❞❡r ❲❡r❦✲
st♦✛❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✉♥❞ ❍❡rst❡❧❧✉♥❣st❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡♥ ♥♦t✇❡♥❞✐❣✳ ❉❛❜❡✐ ✐st ❞✐❡ ❲❡tt❜❡✇❡r❜s❢ä❤✐❣✲
❦❡✐t ❞❡r ③✉❦ü♥❢t✐❣❡♥ Pr♦❞✉❦t❡ ♥✉r ❞❛♥♥ ❣❡❣❡❜❡♥✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ●r❡♥③❡♥ ❞❡r ▲❡❜❡♥s❞❛✉❡r ❞❡r ❡✐♥✲
❣❡s❡t③t❡♥❲❡r❦st♦✛❡ ❛✉s❣❡s❝❤ö♣❢t ✇❡r❞❡♥✳ ❇❡✐ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❛✉s ❆❧✉♠✐♥✐✉♠ ♦❞❡r ❛✉❝❤ ❤♦❝❤✲
❜❡❧❛st❡t❡♥ ❙✐❝❤❡r❤❡✐ts❜❛✉t❡✐❧❡♥ ❛✉❢ ❙t❛❤❧❜❛s✐s st❡❤❡♥ ♦❢t♠❛❧s ❑r✐t❡r✐❡♥ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❘❡✐♥❤❡✐t
✉♥❞ ❋❡❤❧❡r❢r❡✐❤❡✐t ❞❡s ❲❡r❦st♦✛s ✐♠ ▼✐tt❡❧♣✉♥❦t✱ ❞❛ ❞✐❡s❡ ③✉r ❙t❡✐❣❡r✉♥❣ ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥
❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❢ü❤r❡♥ ✉♥❞ ❢♦❧❣❧✐❝❤ ③✉r ♣♦s✐t✐✈❡♥ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ●❡❜r❛✉❝❤s❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥
❜❡✐tr❛❣❡♥✳ ❋ür ❞✐❡s❡ ♠❡t❛❧❧✐s❝❤❡♥ ❲❡r❦st♦✛❡ ✐st ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ♥✐❝❤t✲♠❡t❛❧❧✐s❝❤❡♥
❊✐♥s❝❤❧üss❡ s♦✇✐❡ ❞❡r❡♥ ❆❣❣❧♦♠❡r❛t❡ ❦r✐t✐s❝❤ ③✉ ❜❡✇❡rt❡♥✳ ❉✐❡ ❊✐♥s❝❤❧üss❡ ❜✐❧❞❡♥ s✐❝❤ ❞❛✲
❜❡✐ ❡♥t✇❡❞❡r ❞✐r❡❦t ❛✉s ❞❡r ❙❝❤♠❡❧③❡ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❊rst❛rr✉♥❣ ✭❡♥❞♦❣❡♥✮ ♦❞❡r ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s
❍❡rst❡❧❧✉♥❣s♣r♦③❡ss❡s ✭❡①♦❣❡♥✮✳
❊✐♥❡ ❘❡✐♥✐❣✉♥❣ ✈♦♥ ♠❡t❛❧❧✐s❝❤❡♥ ❙❝❤♠❡❧③❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❛♠✐t ✈❡r❜✉♥❞❡♥❡ ❘❡❞✉③✐❡r✉♥❣ ❞❡r
❆♥③❛❤❧ ❞❡r ♥✐❝❤t✲♠❡t❛❧❧✐s❝❤❡♥ ❊✐♥s❝❤❧üss❡ ✇✐r❦t s✐❝❤ ♣♦s✐t✐✈ ❛✉❢ ❋❡st✐❣❦❡✐t✱ ❊r♠ü❞✉♥❣sr❡✲
s✐st❡♥③ s♦✇✐❡ ❩ä❤✐❣❦❡✐t ❛✉s ✉♥❞ ❜✐❧❞❡t ❞❛♠✐t ❞✐❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ③✉r ❙t❡✐❣❡r✉♥❣ ❞❡r ❊✣③✐❡♥③✱
❙✐❝❤❡r❤❡✐t s♦✇✐❡ ❩✉✈❡r❧äss✐❣❦❡✐t ❞❡s ❇❛✉t❡✐❧s✳ ❉❛♠✐t ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ♥❡✉❡ P♦t❡♥③✐❛❧❡ ❞❡r ▲❡✐s✲
t✉♥❣sst❡✐❣❡r✉♥❣ ✉♥❞ ❊✐♥s❛t③♠ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❞❡r ❲❡r❦st♦✛s②st❡♠❡✳
❆✉s ❞✐❡s❡♠ ●r✉♥❞ ❜❡❢❛sst s✐❝❤ ❞❡r ❙♦♥❞❡r❢♦rs❝❤✉♥❣s❜❡r❡✐❝❤ ✭❙❋❇✮ ✾✷✵ ♠✐t ❞❡r ❊r❢♦rs❝❤✉♥❣
✈♦♥ ❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛❡♥ ✉♥❞ ✲s②st❡♠❡♥ ③✉r ❘❡✐♥✐❣✉♥❣ ✈♦♥ ▼❡t❛❧❧s❝❤♠❡❧③❡♥✳ ❍❛✉♣t❣❡❣❡♥st❛♥❞
❞❡r ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ s✐♥❞ ❞❛❜❡✐ ❙❝❤♠❡❧③❡♥ ❛✉s ❆❧✉♠✐♥✐✉♠ ✉♥❞ ❙t❛❤❧✱ ❞❡r❡♥ ❱❡r✉♥r❡✐♥✐❣✉♥❣❡♥
♠✐t ❍✐❧❢❡ ❡✐♥❡s ❦❡r❛♠✐s❝❤❡♥ ❋✐❧t❡rs②st❡♠s ❡♥t❢❡r♥t ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧❡♥✳ ❉✐❡ ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡♥ ❦❡r❛♠✐✲
s❝❤❡♥ ❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛❡ ✇❡r❞❡♥ ③✉♠ ❚❡✐❧ ♠✐t ❢✉♥❦t✐♦♥❛❧✐s✐❡rt❡♥ ❦❡r❛♠✐s❝❤❡♥ ❇❡s❝❤✐❝❤t✉♥❣❡♥
✈❡rs❡❤❡♥✱ ✉♠ s♦✇♦❤❧ ❛❦t✐✈❡ ❛❧s ❛✉❝❤ r❡❛❦t✐✈❡ ❇❡✐trä❣❡ ③✉r ❋✐❧tr❛t✐♦♥ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❡✐♥❡ ❙t❡✐❣❡✲
r✉♥❣ ❞❡r ❋✐❧tr❛t✐♦♥s❡✣③✐❡♥③ ✐♥ ❍②❜r✐❞✲❋✐❧tr❛t✐♦♥ss②st❡♠❡♥ ③✉ ❣❡✇ä❤r❧❡✐st❡♥✳ ❉✐❡ ❆❜s❝❤❡✐❞❡✲
✇✐r❦✉♥❣ ❛♥ ❞❡r ♣♦rös❡♥ ❋✐❧t❡r❤♦❤❧r❛✉♠♦❜❡r✢ä❝❤❡ ✇✐r❞ ❤✐❡r❜❡✐ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❛❦t✐✈❡♥ ❋✐❧tr❛✲
t✐♦♥s❜❡✐tr❛❣❡s ❞❛❞✉r❝❤ ❣❡st❡✐❣❡rt✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ ✐♥ ❈❤❡♠✐❡ ✉♥❞ ❑r✐st❛❧❧s②st❡♠ ③✉♠ ❊✐♥s❝❤❧✉ss
ä❤♥❧✐❝❤❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❛♥❣❡❜♦t❡♥ ✇✐r❞✳ ❉❡r r❡❛❦t✐✈❡ ❇❡✐tr❛❣ ❜❡r✉❤t ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❘❡✲
❛❦t✐♦♥ ❞❡r ❋✐❧t❡r♦❜❡r✢ä❝❤❡ ♠✐t ❞❡r ❙❝❤♠❡❧③❡✱ ✇❛s ③✉ ❡✐♥❡r ●❛s❜❧❛s❡♥❜✐❧❞✉♥❣ ✉♥❞ ❞❛♠✐t
❡✐♥❤❡r❣❡❤❡♥❞ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❘❡✐♥✐❣✉♥❣s❡✛❡❦t ❞✉r❝❤ ❞❛s ❆✉❢st❡✐❣❡♥ ❞❡r ❇❧❛s❡♥ ❢ü❤rt✳
❆✉s ❞❡♥ ✐♠ ❙❋❇ ✾✷✵ ✉♥t❡rs✉❝❤t❡♥ ▼❡t❛❧❧s❝❤♠❡❧③❡♥ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ❲❡r❦✲
st♦✛❣r✉♣♣❡♥ ③✉r ❋✐❧t❡r❤❡rst❡❧❧✉♥❣✳ ❙♦ ✇✐r❞ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞ ✭❆❧✷❖✸✮ ③✉r ❋✐❧tr❛t✐♦♥ ✈♦♥ ❆❧✉♠✐✲
♥✐✉♠s❝❤♠❡❧③❡♥ s♦✇✐❡ ❦♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❜✉♥❞❡♥❡s ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞ ✭❆❧✷❖✸✲❈✮ ❛❧s ❋✐❧tr❛t✐♦♥s✇❡r❦✲
st♦✛ ❢ür ❙t❛❤❧s❝❤♠❡❧③❡♥ ❡✐♥❣❡s❡t③t✳ ❉❛rü❜❡r ❤✐♥❛✉s ✜♥❞❡t ❆❧✷❖✸ ❛❧s ❇❡s❝❤✐❝❤t✉♥❣s✇❡r❦st♦✛
❢ür ❞✐❡ r❡❛❦t✐✈❡ ❇❡s❝❤✐❝❤t✉♥❣❡♥ ❞❡r ❦♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❜✉♥❞❡♥❡♥ ❋✐❧t❡rs②st❡♠❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣✳ ❆✉❢✲
❣r✉♥❞ ❞❡r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥s❡t③✉♥❣✱ ❇✐♥❞✉♥❣ ✉♥❞ ▼✐❦r♦str✉❦t✉r ✇✐r❞
❡✐♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡s ❱❡rs❛❣❡♥s✈❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❲❡r❦st♦✛❡ ❡r✇❛rt❡t✳
❆✉❢❜❛✉❡♥❞ ❛✉❢ ❜✐s❤❡r✐❣❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡♥ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❙❋❇ ✾✷✵ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t
❜❡✐❞❡ ❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛❡ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤ ✉♥t❡rs✉❝❤t ✉♥❞ ❞❡r❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊✐❣♥✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ▼❡t❛❧❧✲
s❝❤♠❡❧③❡✜❧tr❛t✐♦♥✱ ❜❡✐ ✇❡❧❝❤❡r ❤♦❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ✉♥❞ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣❡♥ ✇✐r❦❡♥✱
✷ ✶ ❊✐♥❧❡✐t✉♥❣
✉♥t❡rs✉❝❤t✳ ❊✐♥❡ ✇✐❝❤t✐❣❡ ❋r❛❣❡ ❢ür ❞✐❡ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❋✐❧t❡rs②st❡♠❡ ✐st ❞❡r❡♥
❯♥✈❡rs❡❤rt❤❡✐t ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❋✐❧tr❛t✐♦♥s♣r♦③❡ss❡s✱ ❞❛ ❡✐♥ ❱❡rs❛❣❡♥ ❞❡s ❋✐❧t❡rs ③✉ ❱❡r✉♥r❡✐♥✐✲
❣✉♥❣❡♥ ❞❡s ●✉sst❡✐❧s ✉♥❞ ❞❛♠✐t ③✉ ❡✐♥❡r ❡r❤❡❜❧✐❝❤❡♥ ❊✐♥s❝❤rä♥❦✉♥❣ ❞❡r ▲❡❜❡♥s❞❛✉❡r ✉♥❞
✇❡✐t❡r❡r ●❡❜r❛✉❝❤s❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❢ü❤rt✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❤❡rst❡❧❧✉♥❣s❜❡❞✐♥❣t❡♥ s❝❤❛r❢❦❛♥t✐❣❡♥
❍♦❤❧rä✉♠❡ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡s ❙t❡❣❡s✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛❧s ❘✐ss✐♥✐t✐✐❡r✉♥❣sst❡❧❧❡♥ ✇✐r❦❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ✐st ♥❡❜❡♥
❞❡r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❡✐♥❡s ❋❡st✐❣❦❡✐ts❦❡♥♥✇❡rt❡s ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s ❡✐♥❡ ❜r✉❝❤♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❇❡✇❡rt✉♥❣
♥♦t✇❡♥❞✐❣✳ ❇✐s❤❡r ✇✉r❞❡♥ ❦❡✐♥❡ ❜r✉❝❤♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❑❡♥♥✇❡rt❡ ❡r♠✐tt❡❧t✳ ❆✉ß❡r❞❡♠ ❜❡❧❡❣❡♥
❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❙♦❧❛r❡❦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✺✽❪ ❡✐♥ ❞✉❦t✐❧❡s ❱❡rs❛❣❡♥s✈❡r❤❛❧t❡♥ ❜❡✐ ❚❡♠♣❡r❛t✉✲
r❡♥ ♦❜❡r❤❛❧❜ ✈♦♥ ✶✸✺✵ ◦❈✱ ✇❡s❤❛❧❜ ③✉sät③❧✐❝❤ s❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ③✉
❜❡st✐♠♠❡♥ s✐♥❞✳
❆✉s ❞✐❡s❡♥ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❛s ❆♥❢♦r❞❡r✉♥❣s♣r♦✜❧ ❢ür
❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ Prü❢✉♥❣ ❞❡r ❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛❡✳ ❊s ✇❡r❞❡♥ ❱❡rs✉❝❤s❛✉❢❜❛✉t❡♥ ❜❡♥öt✐❣t✱ ✇❡❧❝❤❡
❞✐❡ ❇❡s♦♥❞❡r❤❡✐t❡♥ ❞❡r ❲❡r❦st♦✛♣rü❢✉♥❣ ❢ür ❦❡r❛♠✐s❝❤❡ ❲❡r❦st♦✛❡ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣❡♥✱ ❣❧❡✐❝❤✲
③❡✐t✐❣ ❞✐❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❛✉❝❤ ✐♠ ❍♦❝❤t❡♠♣❡r❛t✉r✲❇❡r❡✐❝❤ ❜✐s ✶✺✵✵ ◦❈ ❡r❧❛✉❜❡♥ ✉♥❞ ❛✉ß❡r❞❡♠
❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ Pr♦❜❡♥❜❡❧❛st✉♥❣ ❛♥❛❧♦❣ ③✉r ❇❡❧❛st✉♥❣ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❋✐❧tr❛t✐♦♥s♣r♦③❡ss❡s
r❡♣r♦❞✉③✐❡r❜❛r ❛❜❜✐❧❞❡♥✳ ❆❧❧❡ ❜✐s❤❡r✐❣❡♥ ✈❡rö✛❡♥t❧✐❝❤t❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❙♦❧t②s✐❛❦
❬✶✺✾❪ ❜❡✐♥❤❛❧t❡♥ Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ❜✐s ♠❛①✐♠❛❧ ✶✵✵✵ ◦❈ ✉♥❞ ❧✐❡❣❡♥ ❞❛♠✐t ✉♥t❡r❤❛❧❜ ❞❡r
❆♥✇❡♥❞✉♥❣st❡♠♣❡r❛t✉r ❞❡r ❙t❛❤❧s❝❤♠❡❧③❡✜❧tr❛t✐♦♥ ✈♦♥ ❡t✇❛ ✶✺✵✵ ◦❈✳ ❉❛ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊✐✲
❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✈♦♥ ❦❡r❛♠✐s❝❤❡♥ ❲❡r❦st♦✛❡♥ ♦❢t♠❛❧s ✈♦♥ ❞❡r ●röß❡ ❞❡s ❣❡t❡st❡t❡♥ ❱♦❧✉♠❡♥s ❛❜✲
❤ä♥❣❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❞❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❆r❜❡✐t ❑❧❡✐♥st♣r♦❜❡♥ ❣❡♥✉t③t✱ ❞❡r❡♥ ❆❜♠❡ss✉♥❣❡♥ ❞❡♥❡♥
❞❡r ❋✐❧t❡rstr✉❦t✉r ä❤♥❡❧♥✳ ■♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ❞❛③✉ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❑❧❡♠♠
❡t ❛❧✳ ❬✽✸✱ ✽✹❪ ♦❞❡r ❙♦❧❛r❡❦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✺✽❪ ❙t❛♥❞❛r❞✲ ❜③✇✳ ❋✐❧t❡r♣r♦❜❡♥ ❛♥❛❧②s✐❡rt✳ ❊✐♥❡
❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ❙t❛♥❞❛r❞♣r♦❜❡♥ ❤❛t ③✉r ❋♦❧❣❡✱ ❞❛ss ❞✐❡ ●röß❡♥❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡s ❡♥ts♣r❡✲
❝❤❡♥❞❡♥ ❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛❡s ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♠✉ss✱ ✉♠ ❱♦r❤❡rs❛❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❋✐❧t❡rstr✉❦t✉r
tr❡✛❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳ ❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡r P✉♥❦t✱ ✇❡❧❝❤❡r ❜❡✐ ❞❡r ❆✉s✇❛❤❧ ❞❡r Pr♦❜❡♥❢♦r♠ ✉♥❞ ✲❣röß❡
❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ✜♥❞❡t ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❚❡✐❧ ❞❡s ❆♥❢♦r❞❡r✉♥❣s♣r♦✜❧❡s ✐st✱ ✐st ❞❛s ❍❡rst❡❧❧✉♥❣s✈❡r✲
❢❛❤r❡♥✳ ■♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❡rst❡♥ P❤❛s❡ ❣❛❜ ❡s ❡✐♥❡ ❉✐s❦r❡♣❛♥③ ③✇✐s❝❤❡♥ ❍❡rst❡❧❧✉♥❣s✈❡r❢❛❤r❡♥
❞❡r ❑❧❡✐♥st♣r♦❜❡♥✱ ❞❡r ❙t❛♥❞❛r❞♣r♦❜❡♥ ✉♥❞ ❞❡s ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❋✐❧t❡rs✳
❯♠ ❞❛s ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✲ ✉♥❞ ❱❡rs❛❣❡♥s✈❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡r ❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛❡ ✉♠❢❛ss❡♥❞ ❜❡s❝❤r❡✐✲
❜❡♥ ❜③✇✳ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ✐❞❡♥t✐✜③✐❡r❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ♥❡❜❡♥ ❞❡♥ Prü❢♠❡t❤♦❞❡♥ ❛✉❝❤
♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥st♦♦❧s ❡✐♥❣❡s❡t③t✳ ❉✐❡s❡ ❡r♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❡✐♥❡ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤❡ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡r ❇❡✲
❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣❡♥✱ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣❡♥ s♦✇✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❱❡rs✉❝❤s✈❡r❧❛✉❢s✱ ✇♦♠✐t ❞❛s
■♥❢♦r♠❛t✐♦♥s♣♦t❡♥③✐❛❧ ❞❡r ❣❡♠❡ss❡♥❡♥ ❉❛t❡♥ ✇❡✐t❡r ❛✉s❣❡s❝❤ö♣❢t ✇✐r❞✳ ❏❡ ♥❛❝❤ Prü❢♠❡t❤♦❞❡
♠✉ss ❞❛③✉ ❡✐♥ ❣❡❡✐❣♥❡t❡s ▼♦❞❡❧❧ ❡rst❡❧❧t ✉♥❞ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳
❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❜✐s❤❡r✐❣❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❙❋❇ ✾✷✵
❢♦❧❣❡♥❞❡ ♦✛❡♥❡ ❋r❛❣❡st❡❧❧✉♥❣❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♥ ❞❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❆r❜❡✐t ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✿
❼ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❡✐♥❡s ❍♦❝❤t❡♠♣❡r❛t✉r✲Prü❢st❛♥❞❡s✱ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ❑❧❡✐♥st♣r♦❜❡♥ ❜❡✐ ❚❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡♥ ❜✐s ✶✺✵✵ ◦❈ ❣❡t❡st❡t ✉♥❞ ❞❛r❛✉s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❑❡♥♥✇❡rt❡ ❡r♠✐tt❡❧t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳
❉❡r ❜✐s❤❡r ❡✐♥❣❡s❡t③t❡ Prü❢st❛♥❞ ❡r❧❛✉❜t ❡✐♥❡ Prü❢✉♥❣ ❜✐s ♠❛①✐♠❛❧ ✶✵✵✵ ◦❈✳
❼ ❱❡r❡✐♥❤❡✐t❧✐❝❤✉♥❣ ✉♥❞ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡s Pr♦❜❡♥❤❡rst❡❧❧✉♥❣s✈❡r❢❛❤r❡♥s ♠✐t ❞❡♠ ❩✐❡❧✱ ❞✐❡
▼✐❦r♦str✉❦t✉r ❞❡s ❋✐❧t❡rs ❛✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❑❧❡✐♥st♣r♦❜❡♥ ③✉ ❡r❤❛❧t❡♥✳
❼ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❜r✉❝❤♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❑❡♥♥✇❡rt❡ ❢ür ❞✐❡ ❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛❡ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❜❡✲
❦❛♥♥t❡♥ s❝❤❛r❢❦❛♥t✐❣❡♥ ❍♦❤❧rä✉♠❡ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❋✐❧t❡rst❡❣❡✳
❼ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❡✐♥❡s s❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❆♥s❛t③❡s ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ③✉ ❡r✇❛r✲
t❡♥❞❡♥ ❞✉❦t✐❧❡♥ ❱❡rs❛❣❡♥s ❞❡r ❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛❡ ♦❜❡r❤❛❧❜ ✈♦♥ ✶✸✺✵ ◦❈✳
✶✳✷ ❆✉❢❣❛❜❡♥st❡❧❧✉♥❣ ✉♥❞ ●❧✐❡❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❆r❜❡✐t ✸
✶✳✷ ❆✉❢❣❛❜❡♥st❡❧❧✉♥❣ ✉♥❞ ●❧✐❡❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❆r❜❡✐t
❉✐❡ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡ ❆r❜❡✐t ❤❛t ❞❛s ❩✐❡❧✱ ❜r✉❝❤✲ ✉♥❞ s❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r
❦❡r❛♠✐s❝❤❡r ❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛❡ ❜❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ✈♦♥ ❑❧❡✐♥st♣r♦❜❡♥ ③✉
✐❞❡♥t✐✜③✐❡r❡♥✳ ❏❡ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧❦❡♥♥✇❡rt s♦❧❧❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ Prü❢♠❡✲
t❤♦❞❡♥ ③✉r ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❦♦♠♠❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ❜❡❞❛r❢ ❡s ❡✐♥❡r ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ❱❡rs✉❝❤s❛✉❢❜❛✉t❡♥✱
✉♠ ❞✐❡s❡ ❢ür ❞✐❡ ❍♦❝❤t❡♠♣❡r❛t✉r✲Prü❢✉♥❣ ❜✐s 1500 ◦❈ ③✉ q✉❛❧✐✜③✐❡r❡♥✳
❩✉♠ ❡✐♥❡♥ s♦❧❧ ❡✐♥❡ ❜✐❛①✐❛❧❡ ❇✐❡❣❡❢❡st✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r Pr♦③❡ss♣❛r❛♠❡✲
t❡r ❛✉❢ ❞✐❡s❡ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✱ ✇♦❜❡✐ ❞❡r ❇❛❧❧✲❖♥✲❚❤r❡❡✲❇❛❧❧s✲❚❡st ✭❇✸❇✲❚❡st✮ ❡✐♥❣❡s❡t③t
✇✐r❞✳ ❉✐❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❉❛t❡♥ ✉♥t❡r❧✐❡❣❡♥ ❞❛❜❡✐ ❡✐♥❡r ❢ür ❦❡r❛♠✐s❝❤❡ ❲❡r❦st♦✛❡ ü❜❧✐✲
❝❤❡♥ ❙tr❡✉✉♥❣✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❞✐❡ ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❡✐♥❡s st❛t✐st✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧s ❡r❢♦❧❣t✳ ❉❛ ❢ür
❜❡✐❞❡ ✉♥t❡rs✉❝❤t❡♥ ❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛❡ ❡✐♥ ✐♥❡❧❛st✐s❝❤❡s ❱❡rs❛❣❡♥s✲ ✉♥❞ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣s✈❡r❤❛❧t❡♥
❜❡✐ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ♦❜❡r❤❛❧❜ 1350 ◦❈ ❡r✇❛rt❡t ✇✐r❞✱ s✐❡❤❡ ❙♦❧❛r❡❦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✺✽❪✱ ❡r❢♦❧❣t ❞✐❡
❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s ❜❡✐ ❞✐❡s❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ s❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♠❡✲
❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❆♥s❛t③✳ ❋❡r♥❡r ✐st ❡✐♥ ❣❡❡✐❣♥❡t❡r ❱❡rs✉❝❤sst❛♥❞ ❢ür ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ❜✐s 1500 ◦❈
♥♦t✇❡♥❞✐❣✱ ✇♦❜❡✐ ❛❧❧❡ ❙❝❤r✐tt❡ ✈♦♠ ❊♥t✇✉r❢ ü❜❡r ❦♦♥str✉❦t✐✈❡ ●❡st❛❧t✉♥❣ ✉♥❞ ❇❡s❝❤❛✛✉♥❣
❜✐s ❤✐♥ ③✉♠ ❆✉❢❜❛✉ ✉♥❞ ■♥❜❡tr✐❡❜♥❛❤♠❡ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❞✉r❝❤❧❛✉❢❡♥ ✇❡r❞❡♥✳
❩✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ ✇✐r❞ ❢ür ❞✐❡ ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❞❡r ❇r✉❝❤③ä❤✐❣❦❡✐t ❡✐♥ ❱✐❡r✲P✉♥❦t✲❇✐❡❣❡✈❡rs✉❝❤ ♠✐t
❈❤❡✈r♦♥✲❣❡❦❡r❜t❡♥ Pr♦❜❡♥ ✭❈◆❇✲❱❡rs✉❝❤✮ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❡♥t✇♦r❢❡♥❡ ❱♦rr✐❝❤t✉♥❣ ✐♥
❡✐♥❡ ❯♥✐✈❡rs❛❧♣rü❢♠❛s❝❤✐♥❡ ♠✐t ❉r❡✐③♦♥❡♥♦❢❡♥ ❡✐♥❣❡♣❛sst ✇✉r❞❡✳
◆❡❜❡♥ ❞❡r ❉✉r❝❤❢ü❤r✉♥❣ ❞❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ✐st ❡✐♥ ✇❡✐t❡r❡r ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦t
❞❡r ❆r❜❡✐t ❞✐❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡r ❱❡rs✉❝❤❡ ♠✐tt❡❧s ❞❡r ▼❡t❤♦❞❡ ❞❡r ✜♥✐t❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡
✭❋❊▼✮✳ ❉❛❜❡✐ s♦❧❧ ❞❛s ❙♣❛♥♥✉♥❣s✲ ✉♥❞ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s❢❡❧❞ ❞❡r ❇✸❇✲❱❡rs✉❝❤❡ ❛♥❛❧②s✐❡rt ✇❡r✲
❞❡♥✱ ✉♠ ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ✉♥❞ ❞❛s ❡✛❡❦t✐✈ ❜❡❧❛st❡t❡ ❱♦❧✉♠❡♥ ③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✳ ❆✉ß❡r❞❡♠
✇❡r❞❡♥ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ❣❡♥✉t③t✱ ✉♠ ❞❛s ❘✐ss✇❛❝❤st✉♠ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❈◆❇✲❱❡rs✉❝❤❡
③✉ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r❡♥ ✉♥❞ s♦ ❞❡r❡♥ ●ü❧t✐❣❦❡✐t ③✉ ü❜❡r♣rü❢❡♥✳ ❉❡r ❞r✐tt❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣s♣✉♥❦t ❞❡r
❋❊▼✲▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ❜❡✐♥❤❛❧t❡t ❞✐❡ ■❞❡♥t✐✜❦❛t✐♦♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ♠✐t ❍✐❧❢❡
❡✐♥❡s ❣r❛❞✐❡♥t❡♥❜❛s✐❡rt❡♥ ❖♣t✐♠✐❡r✉♥❣s❛❧❣♦r✐t❤♠✉s✳
◆❛❝❤ ❞❡r ❊✐♥❧❡✐t✉♥❣ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✷ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ Prü❢♠❡t❤♦❞❡♥ ❜❡✲
s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❊s ❡r❢♦❧❣t ❡✐♥❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❤✐st♦r✐s❝❤❡♥ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣✱ ❞❡r ❆♥✇❡♥❞✉♥❣s❜❡r❡✐❝❤❡
✉♥❞ ❇❡s♦♥❞❡r❤❡✐t❡♥ ❞❡r ▼❡t❤♦❞❡♥✳ ■♠ ❆♥s❝❤❧✉ss ✇✐r❞ ❞✐❡ ❦♦♥str✉❦t✐✈❡ ❯♠s❡t③✉♥❣ ❞❡r ❥❡✲
✇❡✐❧✐❣❡♥ Prü❢✈♦rr✐❝❤t✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡r ❱❡rs✉❝❤s❛❜❧❛✉❢ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉❛s ❧❡t③t❡ ❯♥t❡r❦❛♣✐t❡❧ s❝❤❧✐❡ßt
♠✐t ❞❡♠ ❆✉❢❜❛✉ ❞❡r ❍♦❝❤t❡♠♣❡r❛t✉r✲Prü❢stä♥❞❡✱ ✇♦❜❡✐ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❢ür ❞❡♥ s❡❧❜st ❡♥t✇✐✲
❝❦❡❧t❡♥ ❘♦❤r♦❢❡♥♣rü❢st❛♥❞ ❡✐♥❡ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤❡ ❊r❧ä✉t❡r✉♥❣ ❡r❢♦❧❣t✳
■♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✸ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❦❡r❛♠✐s❝❤❡♥ ❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡s ❙❋❇
✾✷✵ ❜❡✐ ❞❡r ▼❡t❛❧❧s❝❤♠❡❧③❡✜❧tr❛t✐♦♥ ❡✐♥❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥✱ ❛♥❛❧②s✐❡rt✳ ❙♦✇♦❤❧ ❢ür r❡✐♥❡s ❆❧✉✲
♠✐♥✐✉♠♦①✐❞ ❛❧s ❛✉❝❤ ❢ür ❦♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❜✉♥❞❡♥❡s ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞ ❡r❢♦❧❣t ❡✐♥❡ ●❧✐❡❞❡r✉♥❣ ✐♥
❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❩✉s❛♠♠❡♥s❡t③✉♥❣✱ ❲är♠❡❜❡❤❛♥❞❧✉♥❣✱ Pr♦❜❡♥♣rä♣❛r❛t✐♦♥ s♦✇✐❡ ▼✐❦r♦str✉❦t✉r
✉♥❞ P♦r♦s✐tät✳ ❉❛♠✐t ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❛r❣❡❧❡❣t✱ ✇❡❧❝❤❡ ③✉r ❇❡✇❡r✲
t✉♥❣ ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤ s✐♥❞✳
❉✐❡ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ③✉r ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ❞❡r ❱❡rs✉❝❤❡ ✉♥❞ ③✉r ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❞❡r ♥✉✲
♠❡r✐s❝❤❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ s✐♥❞ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✹ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❩✉❡rst ✇✐r❞ ❤✐❡r ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r
❦r✐t✐s❝❤❡♥ ❜✐❛①✐❛❧❡♥ ❱❡rs❛❣❡♥ss♣❛♥♥✉♥❣ ❞❡s ❇✸❇✲❱❡rs✉❝❤❡s ❡r❧ä✉t❡rt✱ ✇♦❜❡✐ ❛✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♥
❞❡r ❑✐r❝❤❤♦❢❢s❝❤❡♥ P❧❛tt❡♥t❤❡♦r✐❡ ❡✐♥❡ ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡ ▲ös✉♥❣ ❢ür ❞❛s ❣❡❣❡❜❡♥❡ ❘❛♥❞✇❡rt✲
♣r♦❜❧❡♠ ❤❡r❣❡❧❡✐t❡t ✇✐r❞✳ ❉✐❡s❡s ❊r❣❡❜♥✐s ✇✐r❞ ❞❛♥♥ ♠✐t ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡s
❙♣❛♥♥✉♥❣s❢❡❧❞❡s ✐♥ ❞❡r Pr♦❜❡ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥✳ ■♠ ❆♥s❝❤❧✉ss ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ❞❡r ❲❡✐✲
❜✉❧❧✲❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❡rört❡rt✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛❧s st❛t✐st✐s❝❤❡ ❆✉s✇❡rt❡♠❡t❤♦❞❡ ❞❡r ❜✐❛①✐❛❧❡♥ ❇✐❡❣❡❢❡st✐❣✲
✹ ✶ ❊✐♥❧❡✐t✉♥❣
❦❡✐ts❞❛t❡♥ ❞❡r ❇✸❇✲❱❡rs✉❝❤❡ ❞✐❡♥t✳ ❉❡r ♥ä❝❤st❡ ❯♥t❡r♣✉♥❦t ❜❡❢❛sst s✐❝❤ ♠✐t ❞❡♥ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥
❞❡r ❧✐♥❡❛r✲❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❇r✉❝❤♠❡❝❤❛♥✐❦ ✉♥❞ ❞❡r ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ❞❡s ❑♦♥③❡♣ts ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣s✐♥✲
t❡♥s✐täts❢❛❦t♦r❡♥ s♦✇✐❡ ❞❡s J✲■♥t❡❣r❛❧s✳ ❋❡r♥❡r ❡r❢♦❧❣t ❡✐♥❡ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ③✉r
❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❇r✉❝❤③ä❤✐❣❦❡✐t ♠✐tt❡❧s ❈❤❡✈r♦♥✲❣❡❦❡r❜t❡r Pr♦❜❡♥✳ ■♥ ❡✐♥❡♠ ✇❡✐t❡r❡♥ ❯♥✲
t❡r❦❛♣✐t❡❧ ✇✐r❞ ❞❛s ❑♦❤äs✐✈③♦♥❡♥♠♦❞❡❧❧ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt✱ ✇❡❧❝❤❡s ❞✐❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣
❞❡s ❘✐ss✇❛❝❤st✉♠s ❡r❧❛✉❜t✳ ❊s ❢♦❧❣t ❡✐♥❡ ❉❛r❧❡❣✉♥❣ ❞❡s s❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❆♥s❛t③❡s
③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ♥✐❝❤t✲❧✐♥❡❛r❡♥ ❱❡rs❛❣❡♥s✈❡r❤❛❧t❡♥s ❞❡r ❦❡r❛♠✐s❝❤❡♥ ❲❡r❦st♦✛❡ ❜❡✐ s❡❤r
❤♦❤❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ s♦✇✐❡ ❡✐♥❡ ❊r❧ä✉t❡r✉♥❣ ❞❡s ❛♥❣❡✇❛♥❞t❡♥ ❣r❛❞✐❡♥t❡♥❜❛s✐❡rt❡♥ ❖♣t✐♠✐❡✲
r✉♥❣s✈❡r❢❛❤r❡♥s ③✉r P❛r❛♠❡t❡r✐❞❡♥t✐✜❦❛t✐♦♥✳
❉❛s s✐❝❤ ❛♥s❝❤❧✐❡ß❡♥❞❡ ❑❛♣✐t❡❧ ✺ ❜❡❢❛sst s✐❝❤ ♠✐t ❞❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r
❆r❜❡✐t ❡r③✐❡❧t ✇✉r❞❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ❡r❢♦❧❣t ❡✐♥❡ ❯♥t❡rt❡✐❧✉♥❣ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ✉♥❞ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❊r✲
❣❡❜♥✐ss❡✳ ❩✉❡rst ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❜✐❛①✐❛❧❡♥ ❲❡✐❜✉❧❧✲❋❡st✐❣❦❡✐t❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r
❊✐♥✢✉ss❢❛❦t♦r❡♥ ❢ür ❜❡✐❞❡ ❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛❡ ❜❡✇❡rt❡t✱ ❜❡✈♦r ❞❛♥❛❝❤ ❞✐❡ ❜r✉❝❤♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥
❑❡♥♥✇❡rt❡ ❞✐s❦✉t✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ■♠ ♥ä❝❤st❡♥ ❙❝❤r✐tt ✇✐r❞ ❞❛s ❑♦❤äs✐✈③♦♥❡♥♠♦❞❡❧❧ ❞❡r ❈◆❇✲
❱❡rs✉❝❤❡ s♦✇✐❡ ❡✐♥❡ P❛r❛♠❡t❡rst✉❞✐❡ ✉♥❞ ❙❡♥s✐t✐✈✐täts❛♥❛❧②s❡ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡r ❊✐♥✢✉ss❢❛❦t♦r❡♥
❞❛r❣❡st❡❧❧t✱ ❜❡✈♦r ❞❡r ❡r♠✐tt❡❧t❡ ❘✐ss♣❢❛❞ ❛✉s ❞❡♥ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ❛♥❛❧②s✐❡rt ✇✐r❞✳
❉❛s ❧❡t③t❡ ❯♥t❡r❦❛♣✐t❡❧ ③❡✐❣t ❞✐❡ ❡r♠✐tt❡❧t❡♥ s❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❲❡r❦st♦✛♣❛r❛♠❡t❡r
❛❧s ❊r❣❡❜♥✐s ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r✐❞❡♥t✐✜❦❛t✐♦♥ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❇✸❇✲❱❡rs✉❝❤❡ ❜❡✐ ❡✐♥❡r Prü❢t❡♠♣❡r❛✲
t✉r ✈♦♥ ✶✺✵✵ ◦❈✳
■♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✻ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❡r♠✐tt❡❧t❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst ✉♥❞ ❛♥❛❧②s✐❡rt✱ ✇♦❜❡✐
❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞❡s ✉♥t❡rs✉❝❤t❡♥ ❲❡r❦st♦✛s ✉♥❞ ❞❡r Prü❢♠❡t❤♦❞❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❡♥ ✇✐r❞✳ ●❧❡✐❝❤✲
③❡✐t✐❣ ✇❡r❞❡♥ ♦✛❡♥❡ ❋r❛❣❡st❡❧❧✉♥❣❡♥ ❛✉❢❣❡③❡✐❣t ✉♥❞ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ▲ös✉♥❣s❛♥sät③❡ ♣räs❡♥t✐❡rt✳
■♠ ❆♥❤❛♥❣ ❞❡r ❆r❜❡✐t s✐♥❞ ❛❧❧❡ ❣❡♠❡ss❡♥❡♥ ❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡♥ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥
❱❡rs✉❝❤❡✱ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❡r♠✐tt❡❧t❡♥ ❲❡✐❜✉❧❧✲P❧♦ts ✉♥❞ ❙✉♠♠❡♥❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳
✺✷ ▼✐♥✐❛t✉r✐s✐❡rt❡ Prü❢♠❡t❤♦❞❡♥
■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❡✐♥❣❡s❡t③t❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✉♥❞
❞❡r❡♥ ❦♦♥str✉❦t✐✈❡ ❯♠s❡t③✉♥❣ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❆✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♥ ❞❡r ❤✐st♦r✐s❝❤❡♥ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r
❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ♠✐♥✐❛t✉r✐s✐❡rt❡♥ Prü❢♠❡t❤♦❞❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ✐♥ ❞❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❆r❜❡✐t ❡♥t✇✐✲
❝❦❡❧t❡♥ ❱❡rs✉❝❤s❛✉❢❜❛✉t❡♥ ✉♥❞ ❞❡r❡♥ ❇❡s♦♥❞❡r❤❡✐t❡♥ ❤❡r❛✉s❣❡❛r❜❡✐t❡t✳ ▼✐♥✐❛t✉r✐s✐❡rt❡ Prü❢✲
♠❡t❤♦❞❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❤ä✉✜❣ ❢ür ❦❡r❛♠✐s❝❤❡ ❲❡r❦st♦✛❡ ❡✐♥❣❡s❡t③t✱ ❞❛ ❦❡r❛♠✐s❝❤❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥
✈♦r ❛❧❧❡♠ ✐♥ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦♥✐❦✐♥❞✉str✐❡ s❡❤r ❦❧❡✐♥❡ ❆❜♠❡ss✉♥❣❡♥ ❤❛❜❡♥✳ ❉❛ ❦❡r❛♠✐s❝❤❡ ❲❡r❦✲
st♦✛❡ ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ❡✐♥❡ ●röß❡♥❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ③❡✐❣❡♥✱ ✐st ❡s
✈♦♥ ❱♦rt❡✐❧✱ ✇❡♥♥ ❇❛✉t❡✐❧❣röß❡ ✉♥❞ ✲❜❡❧❛st✉♥❣❡♥ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❜❛r ♠✐t ❞❡♥❡♥ ❞❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧✲
❧❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ s✐♥❞✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ ✇❡r❞❡♥ ♥✉r Pr♦❜❡♥ ♠✐t ❦❧❡✐♥❡♥ ❆❜♠❡ss✉♥❣❡♥ ❜❡♥öt✐❣t✱
✇❡s❤❛❧❜ ❞✐❡s❡ Prü❢♠❡t❤♦❞❡♥ ❛✉❝❤ ❛❧s ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥✈❛s✐✈ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉❛s ❡r✲
❧❛✉❜t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❛♥ ❡♥t♥♦♠♠❡♥❡♥ Pr♦❜❡♥ ❛✉s ❇❡tr✐❡❜s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥✱ ✉♠
❆❧t❡r✉♥❣ ♦❞❡r ❡✐♥❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ③✉ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r❡♥✳
■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞❡r ❇❛❧❧✲❖♥✲❚❤r❡❡✲❇❛❧❧s✲❚❡st ✭❇✸❇✲❚❡st✮ ❢ür ❞✐❡ ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❡✐♥❡r
❜✐❛①✐❛❧❡♥ ❇✐❡❣❡❢❡st✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ❞❡r ❱✐❡r✲P✉♥❦t✲❇✐❡❣❡✈❡rs✉❝❤ ♠✐t ❈❤❡✈r♦♥✲❣❡❦❡r❜t❡♥ Pr♦❜❡♥
✭❈◆❇✲❱❡rs✉❝❤✮ ③✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❇r✉❝❤③ä❤✐❣❦❡✐t ❡✐♥❡s ❲❡r❦st♦✛s ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤ ❡r❧ä✉t❡rt✳
❲❡✐t❡r❤✐♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❍♦❝❤t❡♠♣❡r❛t✉r✲Prü❢stä♥❞❡✱ ✐♥ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❱❡rs✉❝❤s❛♣♣❛r❛t✉r❡♥
❡✐♥❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳
✷✳✶ ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❞❡r ❜✐❛①✐❛❧❡♥ ❇✐❡❣❡❢❡st✐❣❦❡✐t
■♥ ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ✐st ❡✐♥❡ ❱✐❡❧③❛❤❧ ❛♥ ❱❡rs✉❝❤s❛✉❢❜❛✉t❡♥ ③✉ ✜♥❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ s✐❝❤ ♠✐t ❞❡r Prü❢✉♥❣
❜✐❛①✐❛❧❡r ❇✐❡❣❡❢❡st✐❣❦❡✐t❡♥ ❜❡❢❛ss❡♥✳ ❉✐❡ ❱♦rt❡✐❧❡ ❡✐♥❡r s♦❧❝❤❡♥ ❜✐❛①✐❛❧❡♥ Prü❢✉♥❣ ❜❡✐♥❤❛❧t❡♥
❞❛❜❡✐ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❆s♣❡❦t❡✿ ❡✐♥❢❛❝❤ ③✉ ❢❡rt✐❣❡♥❞❡ Prü❢❦ör♣❡r✱ ❆♥✇❡♥❞❜❛r❦❡✐t ❢ür ✢❛❝❤❡ ❇❛✉t❡✐❧❡✱
❡✐♥❢❛❝❤❡r ❱❡rs✉❝❤s❛❜❧❛✉❢ s♦✇✐❡ ❡✐♥❡ ❯♥❡♠♣✜♥❞❧✐❝❤❦❡✐t ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❯♥❣❡♥❛✉✐❣✲
❦❡✐t❡♥ ✐♠ ❱❡rs✉❝❤s❛✉❢❜❛✉✳ ❆✉ß❡r❞❡♠ ✇❡r❞❡♥ ❇❛✉t❡✐❧❡ ✐♥ ❞❡r Pr❛①✐s ❤ä✉✜❣ ❜✐❛①✐❛❧ ❜❡❧❛st❡t✱
✇❡s❤❛❧❜ ❡✐♥❡ ❜✐❛①✐❛❧❡ Prü❢✉♥❣ ❡✐♥❡ s✐♥♥✈♦❧❧❡r❡ ❇❡❧❛st✉♥❣ss✐t✉❛t✐♦♥ ❞❛rst❡❧❧t ❛❧s ❞✐❡ ❡✐♥❛❝❤s✐✲
❣❡ Prü❢✉♥❣✳ ❇❡✐ ❞❡♥ ③✉♠❡✐st ❦r❡✐s♣❧❛tt❡♥ä❤♥❧✐❝❤❡♥ Pr♦❜❡❦ör♣❡r♥ ✇❡r❞❡♥ ❣r♦ß❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥
❣❡t❡st❡t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❡✐♥❡♥ ❣r♦ß❡♥ ❆❜st❛♥❞ ③✉ ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❑❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t❡♥ ❛✉❢✇❡✐s❡♥ ✉♥❞ ❞❡s❤❛❧❜
✉♥❡♠♣✜♥❞❧✐❝❤ ❢ür ❞✐❡s❡ s✐♥❞✳ ❇❡✐ ❞❡r ❡✐♥❛❝❤s✐❣❡♥ ❇✐❡❣❡♣rü❢✉♥❣ ♠✐t q✉❛❞❡r❢ör♠✐❣❡♥ ❇❛❧❦❡♥
❜❡st❡❤t ❡✐♥❡ ❤ö❤❡r❡ ❑❛♥t❡♥❡♠♣✜♥❞❧✐❝❤❦❡✐t✳ ❆✉ß❡r❞❡♠ s✐♥❞ ❞✐❡ ❱♦rs❝❤r✐❢t❡♥ ❢ür ▲❛❣❡r❦ör♣❡r
✉♥❞ ❞❡r❡♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❊✐♥❤❛❧t✉♥❣ ❞❡r ✈♦r❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡♥ ❛✉❢✇❡♥❞✐✲
❣❡r✳ ❉❛♥③❡r ❡t ❛❧✳ ❬✸✺❪ ✇❡✐s❡♥ ❛✉❢ ❞❡♥ ◆❛❝❤t❡✐❧ ❞❡r ♠✐♥✐❛t✉r✐s✐❡rt❡♥ ❜✐❛①✐❛❧❡♥ ❇✐❡❣❡✈❡rs✉❝❤❡
❤✐♥✱ ❜❡✐ ✇❡❧❝❤❡♥ ❢❡st✐❣❦❡✐tsr❡❧❡✈❛♥t❡ ❉❡❢❡❦t❡ ♥✐❝❤t ❡r❢❛sst ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ❞❛ ❞❛s ❣❡♣rü❢t❡
❡✛❡❦t✐✈❡ ❱♦❧✉♠❡♥ ③✉ ❣❡r✐♥❣ ✐st✳
❊✐♥❡ Ü❜❡rs✐❝❤t ③✉ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❜✐❛①✐❛❧❡♥ Prü❢♠❡t❤♦❞❡♥ ③❡✐❣❡♥ ●♦❞❢r❡② ✉✳ ❏♦❤♥ ❬✻✷❪
✉♥❞ ▼♦rr❡❧❧ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✹❪ ✐♥ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤❡♥ Ü❜❡rs✐❝❤ts❛rt✐❦❡❧♥✳ ❉❛❜❡✐ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❛✉❢❣❡❧✐st❡✲
t❡♥ Prü❢♠❡t❤♦❞❡♥ ✐♥ ❛①✐❛❧s②♠♠❡tr✐s❝❤❡ ✉♥❞ ♥✐❝❤t✲❛①✐❛❧s②♠♠❡tr✐s❝❤❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣s✈❡rt❡✐❧✉♥❣❡♥
✉♥t❡rt❡✐❧t✿
✻ ✷ ▼✐♥✐❛t✉r✐s✐❡rt❡ Prü❢♠❡t❤♦❞❡♥
✭❛✮ ❆①✐❛❧✲s②♠♠❡tr✐s❝❤❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣s✈❡rt❡✐❧✉♥❣✿
✕ ❘✐♥❣ ❖♥ ❘✐♥❣ ♥❛❝❤ ❋❡ss❧❡r ✉✳ ❋r✐❝❦❡r ❬✺✻❪✱ ❞❡ ❲✐t❤ ✉✳ ❲❛❣❡♠❛♥s ❬✶✾✻❪
✉♥❞ ■❙❖ ✻✹✼✹ ❬✹✾❪✱
✕ ❇❛❧❧ ❖♥ ❘✐♥❣✱ P✉♥❝❤ ❖♥ ❘✐♥❣ ✉♥❞ ❇❛❧❧ ❲✐t❤ ❋❧❛t ❖♥ ❘✐♥❣ ♥❛❝❤ ▼❛tt❤❡✇s♦♥
✉✳ ❋✐❡❧❞ ❬✶✵✷❪✱
✭❜✮ ◆✐❝❤t ❛①✐❛❧✲s②♠♠❡tr✐s❝❤❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣s✈❡rt❡✐❧✉♥❣✿
✕ P✉♥❝❤ ❖♥ ❚❤r❡❡ ❇❛❧❧s ♥❛❝❤ ❑✐rst❡✐♥ ✉✳ ❲♦♦❧❧❡② ❬✽✷❪ ✉♥❞ ❆❙❚▼ ❋ ✸✾✹✲✼✽ ❬✺❪✱
✕ ❇❛❧❧ ❖♥ ❚❤r❡❡ ❇❛❧❧s ♥❛❝❤ ●♦❞❢r❡② ❬✻✶❪✱
✕ ❘✐♥❣ ❖❢ ❇❛❧❧s ❖♥ ❘✐♥❣ ❖❢ ❇❛❧❧s✱ ❇❛❧❧ ❖♥ ❘✐♥❣ ❖❢ ❇❛❧❧s ♥❛❝❤ ●♦❞❢r❡② ✉✳ ❏♦❤♥
❬✻✷❪✱
✕ ❇❛❧❧ ❲✐t❤ ❋❧❛t ❖♥ ❚❤r❡❡ ❇❛❧❧s ♥❛❝❤ ❇②r♥❡ ✉✳ ▼♦rr❡❧❧ ❬✷✺❪✳
❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡r ✇❡✐t ✈❡r❜r❡✐t❡t❡r ❚❡st ♠✐t ❡✐♥❡r ❛①✐❛❧s②♠♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣s✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ✐st
❞❡r ❙♠❛❧❧ P✉♥❝❤ ❚❡st ✭❙P❚✮✱ ✇❡❧❝❤❡r ✈♦♥ ▼❛♥❛❤❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✾✾❪ ❜③✇✳ ▼❛♥❛❤❛♥ ❬✾✽❪ ③✉r
❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❜❡str❛❤❧t❡r Pr♦❜❡♥ ❛✉s ❘❡❛❦t♦rst❛❤❧ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t ✇✉r❞❡✳ ❊✐♥❡ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤❡ ❉❛r✲
st❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❤✐st♦r✐s❝❤❡♥ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ s♦✇✐❡ ❞❡r ❆♥✇❡♥❞✉♥❣s❜❡r❡✐❝❤❡ ✐♥ ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ✐st
✐♥ ❙♦❧t②s✐❛❦ ❬✶✺✾❪ ♦❞❡r ▲♦r❞ ❡t ❛❧✳ ❬✾✹❪ ③✉ ✜♥❞❡♥✳ ❘❛s❝❤❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✸✻❪ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡♥ ❞✐❡
❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❋❡st✐❣❦❡✐t ❛✉s ❙P❚ ✉♥❞ ❇✸❇✲❚❡st✳
❆❧❧❡ ❛①✐❛❧s②♠♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❚❡st✈❡r❢❛❤r❡♥ ❤❛❜❡♥ ❞❡♥ ❱♦rt❡✐❧✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡ ❇❡r❡❝❤✲
♥✉♥❣ ❞❡s ❙♣❛♥♥✉♥❣s❢❡❧❞❡s ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❙②♠♠❡tr✐❡ ❡✐♥❢❛❝❤ ✉♥❞ ❞✐❡ ❱❡rs✉❝❤s❞✉r❝❤❢ü❤r✉♥❣
s✐♠♣❡❧ ✐st✳ ◆❛❝❤t❡✐❧✐❣ ✐st ❥❡❞♦❝❤ ❞✐❡ ❊♠♣✜♥❞❧✐❝❤❦❡✐t ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❯♥❣❡♥❛✉✐❣✲
❦❡✐t❡♥ ❞❡r Pr♦❜❡✳ ❙♣❡③✐❡❧❧ ❜❡✐ ♥✐❝❤t✲❛①✐❛❧s②♠♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❑rü♠♠✉♥❣❡♥ ♦❞❡r ♥✐❝❤t✲♣❛r❛❧❧❡❧❡♥
Pr♦❜❡♥♦❜❡r✲ ✉♥❞ ✲✉♥t❡rs❡✐t❡♥ tr❡t❡♥ ✉♥❡r✇ü♥s❝❤t❡ ❇❡❧❛st✉♥❣❡♥ ✉♥❞ s♦♠✐t ❯♥❣❡♥❛✉✐❣❦❡✐t❡♥
❜❡✐ ❞❡r ❋❡st✐❣❦❡✐ts❜❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❛✉❢✳ ❉❡s❤❛❧❜ ✇❡r❞❡♥ ❤♦❤❡ ❆♥❢♦r❞❡r✉♥❣❡♥ ❛♥ ❞✐❡ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t
❜❡✐ ❞❡r Pr♦❜❡♥❤❡rst❡❧❧✉♥❣ ❣❡st❡❧❧t✳
❲❡r❞❡♥ ❞r❡✐ ❑✉❣❡❧♥ ❛♥st❡❧❧❡ ❡✐♥❡s ❘✐♥❣❡s ❛❧s ❆✉✢❛❣❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ✐st s❡❧❜st ❜❡✐ ✉♥❜❡❛r✲
❜❡✐t❡t❡♥✱ ♥✐❝❤t ♣❧❛♥✲♣❛r❛❧❧❡❧❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥ ❡✐♥❡ ❞❡✜♥✐❡rt❡ ❆✉✢❛❣❡ ✉♥❞ ▲❛st❡✐♥❜r✐♥❣✉♥❣ ❣❡✲
✇ä❤r❧❡✐st❡t✳ ❉❡r ◆❛❝❤t❡✐❧ s♦❧❝❤❡r ♥✐❝❤t✲❛①✐❛❧s②♠♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❱❡rs✉❝❤s❛✉❢❜❛✉t❡♥ ✐st✱ ❞❛ss ❞✐❡
❛♥❛❧②t✐s❝❤❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡s ❙♣❛♥♥✉♥❣s❢❡❧❞❡s ❞❡✉t❧✐❝❤ ❦♦♠♣❧❡①❡r ✇✐r❞✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ✈♦♥ ❧❡✐s✲
t✉♥❣s❢ä❤✐❣❡♥ ❋❊▼✲❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ❦❛♥♥ ❞❛s ❙♣❛♥♥✉♥❣s❢❡❧❞ ❥❡❞♦❝❤ ♥✉♠❡r✐s❝❤ ❡r♠✐tt❡❧t ✇❡r❞❡♥✳
■♥ ❞❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❆r❜❡✐t ✇✉r❞❡ ③✉r ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❞❡r ❜✐❛①✐❛❧❡♥ ❇✐❡❣❡❢❡st✐❣❦❡✐t ❞❡r ❦❡r❛✲
♠✐s❝❤❡♥ ❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛❡ ❞❡r ❇✸❇✲❚❡st ❡✐♥❣❡s❡t③t✱ s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✷✱ ✇❡❧❝❤❡r ❞✐❡ ❤ö❝❤st❡
❯♥❡♠♣✜♥❞❧✐❝❤❦❡✐t ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡r ▼❛ß❤❛❧t✐❣❦❡✐t ❞❡r Pr♦❜❡ ✈♦♥ ❛❧❧❡♥ ♦❜❡♥ ❣❡♥❛♥♥t❡♥ ♥✐❝❤t
❛①✐❛❧✲s②♠♠❡tr✐s❝❤❡♥ ♠✐♥✐❛t✉r✐s✐❡rt❡♥ Prü❢♠❡t❤♦❞❡♥ ❜❡s✐t③t✱ s✐❡❤❡ ❇ör❣❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵❪✳ ◆❛❝❤✲
❢♦❧❣❡♥❞ s♦❧❧ ❞❡ss❡♥ ❤✐st♦r✐s❝❤❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✉♥❞ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✇❡r✲
❞❡♥✳
◆❛❝❤ ❞❡♠ Ü❜❡r❜❧✐❝❦s❜❡✐tr❛❣ ✈♦♥ ▲♦r❞ ❡t ❛❧✳ ❬✾✹❪ ❣❡❤t ❞❡r ❇✸❇✲❚❡st ❛✉❢❲❛❝❤t♠❛♥ ❡t ❛❧✳
❬✶✽✸❪ ③✉rü❝❦✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡s❡♥ ❢ür ❞ü♥♥❡ ❦❡r❛♠✐s❝❤❡ ❊❧❡❦tr♦♥✐❦s✉❜str❛t❡ ❛♥✇❡♥❞❡t❡♥✳ ❉✐❡ s❝❤❡✐✲
❜❡♥❢ör♠✐❣❡ Pr♦❜❡ ✇✐r❞ ❞❛❜❡✐ ✈♦♥ ❞r❡✐ s②♠♠❡tr✐s❝❤ ❛✉s❣❡r✐❝❤t❡t❡♥ ❑✉❣❡❧♥ ❣❡stüt③t ✉♥❞ ✈♦♥
❡✐♥❡r ✈✐❡rt❡♥ ❑✉❣❡❧♥ ✐♠ ❩❡♥tr✉♠ ❞❡r ❣❡❣❡♥ü❜❡r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❙❡✐t❡ ❜❡❧❛st❡t✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❡♥tst❡❤t
❡✐♥❡ ❜✐❛①✐❛❧❡ ❩✉❣❜❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣ ❛✉❢ ❞❡r Pr♦❜❡♥✉♥t❡rs❡✐t❡ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❙♣❛♥♥✉♥❣s♠❛①✐♠✉♠
✐♠ ▼✐tt❡❧♣✉♥❦t ❞❡r Pr♦❜❡♥✉♥t❡rs❡✐t❡✳ ❉❛s ❙♣❛♥♥✉♥❣s♠❛①✐♠✉♠ ✐st ❞❛❜❡✐ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r
ä✉ß❡r❡♥ ▲❛st✱ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡r ●röß❡♥ s♦✇✐❡ ❞❡r ◗✉❡r❦♦♥tr❛❦t✐♦♥s③❛❤❧ ❞❡s ❣❡t❡st❡t❡♥ ▼❛t❡r✐✲
❛❧s✳
✷✳✶ ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❞❡r ❜✐❛①✐❛❧❡♥ ❇✐❡❣❡❢❡st✐❣❦❡✐t ✼
❇❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✽❪ ✇❡♥❞❡♥ ❞❡♥ ❇✸❇✲❚❡st ❛✉❢ ③❛❤♥♠❡❞✐③✐♥✐s❝❤❡ ❑❡r❛♠✐❦❡♥ ✇✐❡ ❩✐♥❦♣❤♦s♣❤❛t
♦❞❡r ❛♥❞❡r❡ ❩❛❤♥③❡♠❡♥t❡ ❛♥✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ✈♦♥ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ❆✉❢✲
♥❛❤♠❡♥ ❞❡r ❇r✉❝❤✢ä❝❤❡♥ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ▲❛st❡✐♥❧❡✐t✉♥❣ ❛✉❢ ❞❛s ❙♣❛♥♥✉♥❣s♠❛①✐♠✉♠ ✉♥✲
t❡rs✉❝❤t✳ ❊s ✇✉r❞❡ ❣❡③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❞❛s ❙♣❛♥♥✉♥❣s♠❛①✐♠✉♠ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ▲❛st❡✐♥❧❡✐t✉♥❣
✐st✱ ✇♦❤✐♥❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ❛✉❢ ❞❡r ▲❛sts❡✐t❡ st❛r❦ ✈♦♥ ❞❡r ❆rt ❞❡r ▲❛st❡✐♥❧❡✐t✉♥❣ ❛❜✲
❤ä♥❣❡♥✳ ❯♠ ❡✐♥❡♥ ❇r✉❝❤ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❑♦♥t❛❦t ③✇✐s❝❤❡♥ ▲❛st❦✉❣❡❧ ✉♥❞ Pr♦❜❡ ③✉ ✈❡r♠❡✐❞❡♥✱
s♦❧❧ ❞✐❡ ▲❛st❡✐♥❧❡✐t✉♥❣ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ♠ö❣❧✐❝❤st ❣r♦ß❡♥ ❇❡❧❛st✉♥❣sr❛❞✐✉s ❡r❢♦❧❣❡♥✳ ❊s ✇✉r❞❡♥
Pr♦❜❡♥ ♠✐t ❆❜♠❡ss✉♥❣❡♥ ❢ür ❞❡♥ ❉✉r❝❤♠❡ss❡r ✈♦♥ d = ✽✱✵✳✳✶✾✱✾♠♠ ✉♥❞ ❞❡r ❉✐❝❦❡ ✈♦♥
t = ✵✱✶✾✳✳✹✱✸✾♠♠ ❣❡t❡st❡t✳
■♥ ❞❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ◆❡✉♣❡rt ❬✶✶✺❪ ✇❡r❞❡♥ ❛r❝❤ä♦❧♦❣✐s❝❤❡ ❑❡r❛♠✐❦❡♥ ❛♥❛❧②✲
s✐❡rt✳ ❆✉s r♦t❡♠ ✉♥❞ ✇❡✐ß❡♠ ❚♦♥ ✇✉r❞❡♥ Pr♦❜❡❦ör♣❡r ♠✐t ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❉✐♠❡♥s✐♦✲
♥❡♥ ✭d = 52..53mm✱ t = 4..10mm✮ ✉♥❞ ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❡♥ ❣❡❢❡rt✐❣t ✉♥❞ ❞❡r❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡
❋❡st✐❣❦❡✐t ✉♥t❡rs✉❝❤t✳ ❊s ✇✉r❞❡ ❡♠♣❢♦❤❧❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❇✸❇✲❚❡st ❛❧s ③✉✈❡r❧äss✐❣❡ ❡✐♥❤❡✐t❧✐❝❤❡
▼❡t❤♦❞❡ ♠✐t ❞❡♥ ♦❜❡♥ ❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❱♦r③ü❣❡♥ ③✉r ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❞❡r ❜✐❛①✐❛❧❡♥ ❇✐❡❣❡❢❡st✐❣❦❡✐t ✈♦♥
❛r❝❤ä♦❧♦❣✐s❝❤❡♥ ❙❝❤❡r❜❡♥ ✉♥❞ ❚♦♥❡r③❡✉❣♥✐ss❡♥ ❡✐♥❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧✳ ❇❡❝❦ ❬✶✹❪ ❡r✇❡✐t❡rt
❞✐❡s❡ ❉❛t❡♥❜❛♥❦ ❛✉❢ ❛♥❞❡r❡ ❛r❝❤ä♦❧♦❣✐s❝❤❡ ❑❡r❛♠✐❦❡♥ ❛✉s ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❩❡✐t♣❡r✐♦❞❡♥✳ ❆✉✲
ß❡r❞❡♠ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❱❡r❡✐♥❤❡✐t❧✐❝❤✉♥❣ ❞❡r Pr♦❜❡♥❛✉❢❜❡r❡✐t✉♥❣ ✉♥❞ ✲❣❡♦♠❡tr✐❡ ✭d = 35..40mm✱
t = 5..6mm✮ ✈♦r❣❡s❝❤❧❛❣❡♥✳
❉✐❡ ✉♠❢❛♥❣r❡✐❝❤❡ ❙t✉❞✐❡ ✈♦♥ ❇ör❣❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✱ ✷✶❪ ❣✐❜t ❡✐♥❡♥ Ü❜❡r❜❧✐❝❦ ü❜❡r ❆❜❣r❡♥③✉♥✲
❣❡♥ ③✉ ❛♥❞❡r❡♥ ❜✐❛①✐❛❧❡♥ Prü❢♠❡t❤♦❞❡♥ ✉♥❞ st❡❧❧t ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡ ▲ös✉♥❣s❛♥sät③❡ ✉♥❞ ♥✉♠❡r✐✲
s❝❤❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ❞❡s ❙♣❛♥♥✉♥❣s❢❡❧❞❡s ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ✈♦r✳ ❊s ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤❡ P❛r❛♠❡✲
t❡rst✉❞✐❡ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❑♦♥t❛❦tr❛❞✐✉s♣r♦❜❧❡♠❛t✐❦ ❛✉❢❣r❡✐❢t ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡
❋♦r♠❡❧ ③✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡s ❙♣❛♥♥✉♥❣s♠❛①✐♠✉♠s ❧✐❡❢❡rt✳ ❙♦ s✐♥❞ ❞✐❡ ❑♦♥t❛❦ts♣❛♥♥✉♥❣❡♥
♥✐❝❤t r❡❧❡✈❛♥t✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❑✉❣❡❧♥ ✐♠ ❱❡r❤ä❧t♥✐s ③✉r Pr♦❜❡♥❞✐❝❦❡ ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ ❣r♦ß s✐♥❞✳ ❊✐♥❡
❆♥❛❧②s❡ ❞❡s r❡❧❛t✐✈❡♥ ❋❡❤❧❡rs ❞❡r ▼❛①✐♠❛❧s♣❛♥♥✉♥❣ ❢ür ❡✐♥❡ ❱✐❡❧③❛❤❧ ❛♥ ❊✐♥✢✉ss❢❛❦t♦r❡♥
✇✐❡ ❘❡✐❜✉♥❣ ♦❞❡r ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐♥ Pr♦❜❡♥❣❡♦♠❡tr✐❡ ✉♥❞ ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❞❡r ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❑♦♥✲
st❛♥t❡♥ ❜❡stät✐❣❡♥ ❞✐❡ ❘♦❜✉st❤❡✐t ❞❡s ❚❡st✈❡r❢❛❤r❡♥s✳ ❉❛♠✐t ✇✉r❞❡ ❡✐♥❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❢ür ✈✐❡❧❡
s✐❝❤ ❛♥s❝❤❧✐❡ß❡♥❞❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ❛♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥st❡♥ ❑❡r❛♠✐❦❡♥ ❣❡s❝❤❛✛❡♥✳
❙♦ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥ ❉❛♥③❡r ❡t ❛❧✳ ❬✸✻❪ ❞✐❡ ❋❡st✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞✱ ❙✐❧✐③✐✉♠♥✐tr✐❞ ✉♥❞
❡✐♥❡r ❱❛r✐st♦r❦❡r❛♠✐❦ ❢ür ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ Pr♦❜❡♥❣❡♦♠❡tr✐❡♥ ♠✐t ❱♦❧✉♠✐♥❛ ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ✈♦♥
1− 5000mm3 ✉♥❞ ③❡✐❣t s♦ ❛✉❢✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞❡r ❇✸❇✲❚❡st ♠✐♥✐❛t✉r✐s✐❡r❡♥ ❧ässt ✉♥❞ ●röß❡♥✲
❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t❡♥ ❛❜❜✐❧❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❊✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ❱❡rö✛❡♥t❧✐❝❤✉♥❣ ✈♦♥ ❉❛♥③❡r ❡t ❛❧✳ ❬✸✾❪ ③❡✐❣t
❞✐❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r Prü❢♠❡t❤♦❞❡ ❛✉❢ r❡❝❤t❡❝❦✐❣❡ P❧❛tt❡♥ ♠✐t ✶✵✱✵✶×✽✱✸✺×✵✱✾✹♠♠3✳ ❯♥t❡r
❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡s ❡✛❡❦t✐✈❡♥ ❱♦❧✉♠❡♥s ✇❡r❞❡♥ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❜❛r❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ✇✐❡ ♠✐t ❙t❛♥✲
❞❛r❞♣r♦❜❡♥ ❡r③✐❡❧t✱ ✇♦❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❆♥✇❡♥❞❜❛r❦❡✐t ❞❡r ❚❡st♠❡t❤♦❞❡ ❜❡❞❡✉t❡♥❞ ❛✉s❣❡✇❡✐t❡t
✇✐r❞✳
❆✉❝❤ ❈❤✉♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✸✵❪ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥ ③❛❤♥♠❡❞✐③✐♥✐s❝❤❡ Pr♦❞✉❦t❡✱ ❣❡♥❛✉❡r ❉❡♥t❛❧✈❡r❜✉♥❞✲
✇❡r❦st♦✛❡ ❛✉❢ ❍❛r③❜❛s✐s✳ ❊r ✈❡r❣❧❡✐❝❤t ❞❡♥ ❇✸❇✲❚❡st ❛♥ Pr♦❜❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❉✉r❝❤♠❡ss❡r ✈♦♥
d = ✾✱✵♠♠ ✉♥❞ ❡✐♥❡r ❉✐❝❦❡ ✈♦♥ t = ✶✱✷mm ♠✐t ❉r❡✐✲P✉♥❦t✲❇✐❡❣❡♣r♦❜❡♥ ♥❛❝❤ ❉■◆ ❊◆
■❙❖ ✹✵✹✾ ❬✹✺❪✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ✈♦♥ ❦♦♠♣❧❡①❡♥ ❑♦♥t❛❦ts♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❘❡♣r♦❞✉③✐❡r❜❛r❦❡✐t
❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ♠✐tt❡❧s ❇✸❇✲❚❡st ❦r✐t✐s❝❤ ❜❡✇❡rt❡t✳
■♥ ❡✐♥❡r ❙t✉❞✐❡ ✈♦♥ ❋❡❞❡r ✉✳ ❆♥❣❧❛❞❛ ❬✺✹❪ ✇✐r❞ ❨ttr✐✉♠♦①✐❞✲st❛❜✐❧✐s✐❡rt❡s ❩✐r❦♦♥♦①✐❞
✉♥❞ ❞❡ss❡♥ ❆❧t❡r✉♥❣s✈❡r❤❛❧t❡♥ ❜❡✐ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ❜✐s 250 ◦C ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ✉♥t❡rs✉❝❤t✳ ❉❛✲
❜❡✐ ✇✐r❞ ❣❡③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ ♠❡❤r♠❛❧✐❣❡ ❲är♠❡❜❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ❜✐s 1650 ◦C ❞❡♥ ❲✐❞❡rst❛♥❞ ❣❡✲
❣❡♥ ❆❧t❡r✉♥❣s❡✛❡❦t❡ ✈❡rr✐♥❣❡rt✳ ❏❡ ❤ä✉✜❣❡r ✉♥❞ ❧ä♥❣❡r ❡✐♥❡ Pr♦❜❡ ✇är♠❡❜❡❤❛♥❞❡❧t ✇✐r❞✱
❞❡st♦ ❣röß❡r ✐st ❞✐❡ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤❡ t❡tr❛❣♦♥❛❧❡ ❑♦r♥❣röß❡✱ ✇❛s ❞✐❡ ❇✐❧❞✉♥❣ ✈♦♥ ▼✐❦r♦r✐s✲
✽ ✷ ▼✐♥✐❛t✉r✐s✐❡rt❡ Prü❢♠❡t❤♦❞❡♥
s❡♥ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❆❧t❡r✉♥❣ ❜❡❣ü♥st✐❣t✳ ❉✐❡ ❇✸❇✲Pr♦❜❡♥ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❙t✉❞✐❡ ❤❛❜❡♥ ❞❛❜❡✐ ❡✐♥❡♥
❉✉r❝❤♠❡ss❡r ✈♦♥ d = ✽✱✵♠♠ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❉✐❝❦❡ ✈♦♥ t = ✶✱✵♠♠✳
❙❝❤❡❧❧ ❡t ❛❧✳ ❬✶✹✽❪ ♥✉t③❡♥ ❞❡♥ ❇✸❇✲❚❡st ✭d = 20mm✱ t = 2..3mm✮ ❛♥ ♣♦❧②♠❡r✲❛❜❣❡❧❡✐t❡t❡♠
❙✐❧✐③✐✉♠♦①✐❞❝❛r❜✐❞ ③✉r ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❞❡r ❋❡st✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r ❢ür ✉♥t❡r❦r✐t✐s❝❤❡s ❘✐ss✲
✇❛❝❤st✉♠ ❛♥❤❛♥❞ ✈♦♥ ❱❡rs✉❝❤❡♥ ♠✐t ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❇❡❧❛st✉♥❣sr❛t❡♥✱ ✇♦❜❡✐ ❛❧s
✉♠❣❡❜❡♥❞❡s ▼❡❞✐✉♠ ❲❛ss❡r ❡✐♥❣❡s❡t③t ✇✐r❞✳
❘❛♠❛❦r✐s❤♥❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✸✸❪ ✇❡♥❞❡♥ ❞❡♥ ❇✸❇✲❚❡st ❛✉❢ ♥❛♥♦❦r✐st❛❧❧✐♥❡ ❉✐❛♠❛♥t❢♦❧✐❡♥ ❛♥
✉♥❞ ✈❛❧✐❞✐❡r❡♥ ❞✐❡s❡♥ ❢ür ❉✐❝❦❡♥ ❜✐s ③✉ 50µm✳ ❇❡✐ ❞ü♥♥❡r❡♥ Pr♦❜❡♥ tr❡t❡♥ ◆✐❝❤t❧✐♥❡❛r✐✲
täts❡✛❡❦t❡ ❛✉❢ ✉♥❞ ❞✐❡ ❇r✉❝❤stü❝❦❡ ③❡✐❣❡♥ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❞✐❡ ③✉ ❡r✇❛rt❡♥❞❡ ●❡♦♠❡tr✐❡✳ ❉✐❡s❡
❊r❣❡❜♥✐ss❡ ✇❡r❞❡♥ ✈♦♥ ▲♦❞❡s ❡t ❛❧✳ ❬✾✸❪ ❜❡stät✐❣t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ♥❛♥♦❦r✐st❛❧❧✐♥❡ ❉✐❛✲
♠❛♥t❢♦❧✐❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r❡♥ ✉♥❞ ❞❛❜❡✐ Pr♦❜❡♥❞✐❝❦❡♥ ✈♦♥ 87µm ✈❡r✇❡♥❞❡♥✳
❊✐♥❡ ❱❡rö✛❡♥t❧✐❝❤✉♥❣ ✈♦♥ ❍❛rr❡r ❡t ❛❧✳ ❬✻✻❪ ✉♥t❡rs✉❝❤t ❞❡♥ ❊✐♥✢✉ss ✈♦♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥✲
❞❡❢❡❦t❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❜✐❛①✐❛❧❡ ❋❡st✐❣❦❡✐t ❛♥ Pr♦❜❡♥ ✭d = 20mm✱ t = 2mm✮ ❛✉s ❙✐❧✐③✐✉♠♥✐tr✐❞✲
❑❡r❛♠✐❦✳ ❉✐❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥❜❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ❤❛t ❡✐♥❡♥ st❛r❦❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ ❋❡st✐❣❦❡✐t✱ ✇❡s❤❛❧❜
❞✐❡s❡ ③✉r ❱❡r❣❧❡✐❝❤❜❛r❦❡✐t ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ❉❛t❡♥ ✐♠♠❡r ❛♥❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧t❡✳ ❆✉s ❞✐❡s❡♠
●r✉♥❞ ✇❡r❞❡♥ ♦❢t♠❛❧s ❢ür ❱✐❡r✲P✉♥❦t✲❇✐❡❣❡✈❡rs✉❝❤❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❡r③✐❡❧t✳ ❆✉✲
ß❡r❞❡♠ ✇✉r❞❡ ❣❡③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❘✐ss❡ ❞✉r❝❤ ❇✐❧❞✉♥❣ ✈♦♥ ●❧❛ss❝❤✐❝❤t❡♥ ✇ä❤r❡♥❞ ❡✐♥❡ ❲är♠❡❜❡✲
❤❛♥❞❧✉♥❣ ❞❡r ❇✸❇✲Pr♦❜❡♥ ❜✐s 1000 ◦C ❛✉s❤❡✐❧❡♥✳ ❉✐❡s r❡❞✉③✐❡rt ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡
❖❜❡r✢ä❝❤❡♥❜❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ❡✐♥❣❡❜r❛❝❤t❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥r✐ss❡ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❙tr❡✉✉♥❣ ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡
✉♥❞ ❡r❤ö❤t ❞✐❡ ❋❡st✐❣❦❡✐t ❞❡r Pr♦❜❡✳ ❙♣ät❡r ❢ü❤r❡♥ ❍❛rr❡r ❡t ❛❧✳ ❬✻✼❪ ❡✐♥❡ ä❤♥❧✐❝❤❡ ❯♥t❡r✲
s✉❝❤✉♥❣ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡s ❊✐♥✢✉ss❡s ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥❜❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ❛♥ ❙✐❧✐③✐✉♠❝❛r❜✐❞❡♥ ❞✉r❝❤✳
❊✐♥❡ ♥❡✉❡r❡ ❙t✉❞✐❡ ✈♦♥ ❍❛rr❡r ❡t ❛❧✳ ❬✻✽❪ ♥✉t③t ❞❡♥ ❇✸❇✲❚❡st ❢ür ❛❞❞✐t✐✈ ❣❡❢❡rt✐❣t❡
❩✐r❦♦♥✐✉♠✲Pr♦❜❡♥✳ ❊s ✇✐r❞ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❱❡r❛r❜❡✐t✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡s ❙❝❤✐❝❤t❛✉❢❜❛✉s ❛✉❢ ❞✐❡
❋❡st✐❣❦❡✐t ✐♥ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣ ♠✐t ❡✐♥❡r ✉♠❢❛♥❣r❡✐❝❤❡♥ ❢r❛❦t♦❣r❛♣❤✐s❝❤❡♥ ❆♥❛❧②s❡ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳
❇❡r♠❡❥♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✼❪ ✇❡♥❞❡♥ ❞❡♥ ❇✸❇✲❚❡st ❛✉❢ ◆✐❡❞❡rt❡♠♣❡r❛t✉r❦❡r❛♠✐❦❡♥ ✉♥t❡r ✈❡r✲
s❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❇❡❧❛st✉♥❣s❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ✉♥❞ ❯♠❣❡❜✉♥❣s♠❡❞✐❡♥ ✇✐❡ Ö❧✱ ❲❛ss❡r ✉♥❞ ▲✉❢t
❛♥✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❡✐♥ s✐❣♥✐✜❦❛♥t❡r ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ ❋❡st✐❣❦❡✐t s♦❧❝❤❡r ❑❡r❛♠✐❦❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡✲
s❡ ❊✐♥✢✉ss♣❛r❛♠❡t❡r ❛✉❢❣❡③❡✐❣t✱ ✇❡❧❝❤❡r ❡✐♥❡♠ ✉♥t❡r❦r✐t✐s❝❤❡♥ ❘✐ss✇❛❝❤st✉♠ ③✉❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥
✇✐r❞✳ ❉✐❡s❡s ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❆♥✇❡s❡♥❤❡✐t ✈♦♥ ❋❡✉❝❤t✐❣❦❡✐t ❛♥ ❞❡r ✉♥t❡r ❩✉❣s♣❛♥♥✉♥❣ st❡❤❡♥✲
❞❡♥ Pr♦❜❡♥♦❜❡r✢ä❝❤❡ ❛❦t✐✈✐❡rt✱ ✇❡s❤❛❧❜ s♦❧❝❤❡ Pr♦❜❡♥ ❡✐♥❡ ❣❡r✐♥❣❡r❡ ❋❡st✐❣❦❡✐t ❛✉❢✇❡✐s❡♥✳
❲❡✐t❡r❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❑r❛✉t❣❛ss❡r ❡t ❛❧✳ ❬✽✺❪ ③❡✐❣❡♥ ❞❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❞❡r Prü❢t❡♠♣❡✲
r❛t✉r ❜✐s ③✉ ✶✷✺ ◦❈✳
❉✐❡ ❜r❡✐t❡ ❆♥✇❡♥❞❜❛r❦❡✐t ❞❡s ❇✸❇✲❚❡st ③✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❜✐❛①✐❛❧❡♥ ❋❡st✐❣❦❡✐t ✇✐r❞
❞✉r❝❤ ❈❤✐❝❛r❞✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✾❪ ❜❡❧❡❣t✳ ❊s ✇❡r❞❡♥ ❚✐t❛♥✲❚❛♥t❛❧❦❛r❜♦♥✐tr✐❞✲❈❡r♠❡ts ♠✐t ✈❡r✲
s❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥s❡t③✉♥❣❡♥ ✈♦r❣❡st❡❧❧t ✉♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt✱ ✇♦❜❡✐ Pr♦❜❡♥
♠✐t ❡✐♥❡♠ ❉✉r❝❤♠❡ss❡r ✈♦♥ d = 12mm ✉♥❞ ❡✐♥❡r ❉✐❝❦❡ ✈♦♥ t = ✶✱✵♠♠ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✳
❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡s ❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❞✐❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r Prü❢♠❡t❤♦❞❡ ③❡✐❣❡♥ ❩♦❝❝❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✷❪ ❢ür
❇✐♦❦❡r❛♠✐❦❡♥ ❛✉❢ ❙✐❧✐❦❛t❜❛s✐s✳ ❊s ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ♥❡✉❡ ▼❡t❤♦❞❡ ③✉r ❍❡rst❡❧❧✉♥❣ s♦❧❝❤❡r ❑❡r❛♠✐❦❡♥
❛✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ●❧❛s♣✉❧✈❡r ✐♥ ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ♣rä❦❡r❛♠✐s❝❤❡♥ P♦❧②♠❡r ♠✐tt❡❧s
✸❉✲❉r✉❝❦ ✈♦r❣❡st❡❧❧t✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❞❡r ❇✸❇✲❚❡st ✭d = 16mm✱ t = 3mm✮ ③✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣
❞❡r ❋❡st✐❣❦❡✐t ❡✐♥❣❡s❡t③t✳ ❆✉❝❤ ❙t❛r❡s ❡t ❛❧✳ ❬✶✻✹✱ ✶✻✺❪ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r❡♥ ❞✐❡ ❋❡st✐❣❦❡✐t ✈♦♥
❲❡r❦st♦✛❡♥ ❛✉s ♣rä❦❡r❛♠✐s❝❤❡♥ P❛♣✐❡r❡♥✳
❚♦rr❡s ❡t ❛❧✳ ❬✶✼✼❪ ❜❡stät✐❣❡♥ ❞✐❡ Ü❜❡rtr❛❣❜❛r❦❡✐t ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ✈♦♥ ❇✸❇✲Pr♦❜❡♥ ✈❡r✲
s❝❤✐❡❞❡♥❡r ❉✐❝❦❡♥ ✭d = 13mm✱ t = ✵✱✼✳✳✶✱✸♠♠✮ ❛✉❢ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ✈♦♥ ❱✐❡r✲P✉♥❦t✲❇✐❡❣❡♣r♦❜❡♥✱
✇♦❜❡✐ ❞❡r ●röß❡♥❡✛❡❦t ❞❡r ❲♦❧❢r❛♠❝❛r❜✐❞✲❑♦❜❛❧t✲❍❛rt♠❡t❛❧❧❡ ♠✐tt❡❧s❲❡✐❜✉❧❧✲❱❡rt❡✐❧✉♥❣
❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❊s ✇✐r❞ ❛♥❣❡r❡❣t✱ ③✉❦ü♥❢t✐❣❡ ❱❡rs✉❝❤❡ ❜❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❚❡♠♣❡✲
r❛t✉r❡♥ ✉♥❞ ❯♠❣❡❜✉♥❣❡♥ ❞✉r❝❤③✉❢ü❤r❡♥✳ ❉✐❡s ✇✉r❞❡ ✈♦♥ ❈❤✐❝❛r❞✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✽❪ ✉♠❣❡s❡t③t✱
✷✳✶ ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❞❡r ❜✐❛①✐❛❧❡♥ ❇✐❡❣❡❢❡st✐❣❦❡✐t ✾
✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ Pr♦❜❡♥ ❜❡✐ 600 ◦C t❡st❡t❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡♥ ❆❜❢❛❧❧ ❞❡r ❋❡st✐❣❦❡✐t ❜❡✐ ❤♦❤❡r ❚❡♠♣❡r❛✲
t✉r ❡r♠✐tt❡❧t❡♥✳ ❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡s ❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❞✐❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r Prü❢♠❡t❤♦❞❡ ❛✉❢ ♠❡t❛❧❧✐s❝❤❡
❲❡r❦st♦✛❡ ♥❡❜❡♥ ❲♦✲❈✲❍❛rt♠❡t❛❧❧❡♥ ✐st ✐♥ ❇❡♥❛✈❡♥t❡✲▼❛rtí♥❡③ ❡t ❛❧✳ ❬✶✺❪ ♠✐t ❡✐♥❡r
❚✐t❛♥✲◆✐♦❜✲▲❡❣✐❡r✉♥❣ ③✉ ✜♥❞❡♥✳
❙❡❤r ❦❧❡✐♥❡ ✭✸✱✵× ✹✱✵× ✵✱✸♠♠3 ✉♥❞ ✷✱✵× ✷✱✵× ✵✱✸♠♠✸✮ ❘❡❝❤t❡❝❦♣❧❛tt❡♥♣r♦❜❡♥ ✇✉r❞❡♥
✈♦♥ ❲ät❥❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✼❪ ❛✉s ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❦❡r❛♠✐s❝❤❡♥ ❲❡r❦st♦✛❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t✱ ✉♠ ❞✐❡
❋❡st✐❣❦❡✐t ❞❡r ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ♠✐tt❡❧s ❛❞❞✐t✐✈❡r ❋❡rt✐❣✉♥❣ ❤❡r❣❡st❡❧❧t❡♥ ❑❡r❛♠✐❦ ③✉ ❜❡✇❡rt❡♥✳
❚r❡❝❝❛♥✐ ❡t ❛❧✳ ❬✶✼✽❪ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥ ❞❡♥ ❊✐♥✢✉ss ✈♦♥ ❇❡s❝❤✐❝❤t✉♥❣❡♥ ❛✉s ❈❛❧❝✐✉♠♣❤♦s♣❤❛t
✉♥❞ ❩✐r❦♦♥✐✉♠ ❢ür ③❛❤♥♠❡❞✐③✐♥✐s❝❤❡ ■♠♣❧❛♥t❛t❡ ❛✉s ❨ttr✐✉♠♦①✐❞✲st❛❜✐❧✐s✐❡rt❡♥ ❩✐r❦♦♥♦①✐❞
❛✉❢ ❞✐❡ ❋❡st✐❣❦❡✐t✳ ❉❛❜❡✐ ✇❡r❞❡♥ ❇✸❇✲Pr♦❜❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❉✉r❝❤♠❡ss❡r ✈♦♥ d = 15mm ✉♥❞
❡✐♥❡r ❉✐❝❦❡ ✈♦♥ t = ✶✱✼♠♠ ♠✐t ✉♥❞ ♦❤♥❡ ❇❡s❝❤✐❝❤t✉♥❣ ❣❡t❡st❡t✱ ✇♦❜❡✐ s✐❝❤ ❦❡✐♥❡ s✐❣♥✐✜❦❛♥t❡
➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❜✐❛①✐❛❧❡♥ ❋❡st✐❣❦❡✐t ❡r❣❡❜❡♥ ❤❛t✳
❲❡♥❞❧❡r ❡t ❛❧✳ ❬✶✽✾❪ st❡❧❧❡♥ ✐♥ ✐❤r❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ❇✸❇✲❚❡sts ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❦❧❛ss✐✲
s❝❤❡♥ ❱✐❡r✲P✉♥❦t✲❇✐❡❣❡♣r♦❜❡♥ ❢ür ❞❡r③❡✐t ❛✉❢ ❞❡♠ ▼❛r❦t ❡r❤ä❧t❧✐❝❤❡ ❩❛❤♥❡rs❛t③st♦✛❡ ✈♦r✱
✇♦❜❡✐ ✉♥t❡r ◆✉t③✉♥❣ ❞❡r ❲❡✐❜✉❧❧✲❚❤❡♦r✐❡ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ●röß❡♥❡✛❡❦ts r❡♣r♦❞✉✲
③✐❡r❜❛r❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❡r③✐❡❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❇✸❇✲Pr♦❜❡♥ ✐♥ ❞❡r ❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❙t✉❞✐❡ ❤❛❜❡♥ ❡✐♥❡♥
❉✉r❝❤♠❡ss❡r ✈♦♥ d = 12mm ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❉✐❝❦❡ ✈♦♥ t = ✶✱✷♠♠✳ ■♥ ❞❡r ❋♦❧❣❡✈❡rö✛❡♥t❧✐❝❤✉♥❣
♥✉t③❡♥ ❲❡♥❞❧❡r ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✵❪ ❞❡♥ ❇✸❇✲❱❡rs✉❝❤s❛✉❢❜❛✉ ③✉r ❈❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❊r♠ü✲
❞✉♥❣ ✈♦♥ ❉❡♥t❛❧❦❡r❛♠✐❦❡♥ ❛♥ ③②❦❧✐s❝❤ ❜❡❧❛st❡t❡♥ r❡❝❤t❡❝❦❢ör♠✐❣❡♥ P❧❛tt❡♥♣r♦❜❡♥ ♠✐t ❞❡♥
❆❜♠❡ss✉♥❣❡♥ 12×12×✶✱✷♠♠3✱ ✇♦❜❡✐ ❲❛ss❡r ❛❧s ✉♠❣❡❜❡♥❞❡s ▼❡❞✐✉♠ ❡✐♥❣❡s❡t③t ✇✐r❞✳ ❉❛✲
❜❡✐ ✇✉r❞❡♥ ❘✐ss✇❛❝❤st✉♠s❦✉r✈❡♥ ❡r♠✐tt❡❧t ✉♥❞ ❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡r ❞❡s ✉♥t❡r❦r✐t✐s❝❤❡♥ st❛❜✐❧❡♥
❘✐ss✇❛❝❤st✉♠s ❜❡✐ ③②❦❧✐s❝❤❡r ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣ ❜❡st✐♠♠t✱ ✉♠ s❝❤❧✐❡ß❧✐❝❤ ▲❡❜❡♥s❞❛✉❡r❛❜s❝❤ät✲
③✉♥❣❡♥ ❞❡r ❦❡r❛♠✐s❝❤❡♥ ❲❡r❦st♦✛❡ ❢ür ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ▲❛st❛♠♣❧✐t✉❞❡♥ ③✉ tr❡✛❡♥✳
❲❡✐t❡r❡ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❢ür ❞❡♥ ❊✐♥s❛t③ ❞❡s ❇✸❇✲❚❡sts ③✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❜✐❛①✐❛❧❡♥ ❋❡st✐❣❦❡✐t
✈♦♥ ❉❡♥t❛❧❦❡r❛♠✐❦❡♥ s✐♥❞ ❇✐r❦❤♦❧③ ❡t ❛❧✳ ❬✶✽❪ ♦❞❡r ❲✐❧❧❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✺❪✳ ❋❡rr♦❡❧❡❦tr✐s❝❤❡
❑❡r❛♠✐❦❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✉r❝❤ ❙❝❤♠✐❞t ❡t ❛❧✳ ❬✶✺✵❪ ✉♥t❡rs✉❝❤t✳
❆✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♠ ❇✸❇✲❱❡rs✉❝❤s❛✉❢❜❛✉ ③❡✐❣❡♥ ❘❛s❝❤❡ ❬✶✸✺❪ ✉♥❞ ▲✉❜❡ ❡t ❛❧✳ ❬✾✻❪ ❡✐♥❡
❲❡✐t❡r❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ♠✐tt❡❧s ■♥❞❡♥t❡r❡✐♥❞r✉❝❦✱ ✇❡❧❝❤❡r ❞✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❇r✉❝❤③ä❤✐❣❦❡✐t
❡r❧❛✉❜t✳ ❊✐♥❡ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤❡ ❉✐s❦✉ss✐♦♥ s♦❧❝❤❡r ▼❡t❤♦❞❡♥ ❡r❢♦❧❣t ✐♠ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt✳
❉❛♠✐t ❧ässt s✐❝❤ ③✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥✱ ❞❛ss ✈♦r ❛❧❧❡♠ ♥❛❝❤ ❞❡r ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤❡♥ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❞❡s
❇✸❇✲❱❡rs✉❝❤s❛✉❢❜❛✉s ❞✉r❝❤ ❇ör❣❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✱ ✷✶❪ ❞✐❡s❡r ❡✐♥❡ ❜r❡✐t❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❜❡✐ ❦❡✲
r❛♠✐s❝❤❡♥ ❲❡r❦st♦✛❡♥ ❞❡r ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥st❡♥ ❉✐s③✐♣❧✐♥❡♥ ✜♥❞❡t ✉♥❞ ❛❧s ❡✐♥❢❛❝❤❡r ❚❡st ③✉r
❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❞❡r ❜✐❛①✐❛❧❡♥ ❇✐❡❣❡❢❡st✐❣❦❡✐t ❡t❛❜❧✐❡rt ✐st✳ ❆✉✛ä❧❧✐❣ ✐st✱ ❞❛ss ❤ä✉✜❣ ❜❡❣❧❡✐t❡♥❞
❢r❛❦t♦❣r❛♣❤✐s❝❤❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✳ ❆✉❝❤ ❋❊▼✲❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♦❢t
✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ❞❛ s✐❡ ③✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡s ❡✛❡❦t✐✈❡♥ ❱♦❧✉♠❡♥s ♥♦t✇❡♥❞✐❣ s✐♥❞✳ ❊✐♥❡ ❑♦rr❡❧❛t✐✲
♦♥ ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ♠✐t ❞❡♥❡♥ ❛✉s ❦❧❛ss✐s❝❤❡r ❱✐❡r✲P✉♥❦t✲❇✐❡❣❡♣rü❢✉♥❣ ✇✐r❞ ♦❢t♠❛❧s ❣❡③❡✐❣t✳
❉❛❜❡✐ ✐st ❥❡❞♦❝❤ ❞❡r ●röß❡♥❡✛❡❦t ❦❡r❛♠✐s❝❤❡r ❲❡r❦st♦✛❡ ③✉ ❜❡❛❝❤t❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡r ✐♥ ❢❛st ❛❧❧❡♥
❋ä❧❧❡♥ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❲❡✐❜✉❧❧✲❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇✐r❞✳ ❱❡r❡✐♥③❡❧t ✇❡r❞❡♥ ✇❡✐t❡r❡ ♠❡✲
❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❑❡♥♥✇❡rt❡ ✇✐❡ ③②❦❧✐s❝❤❡ ❊r♠ü❞✉♥❣s♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡s ✉♥t❡r❦r✐t✐s❝❤❡♥ ❘✐ss✇❛❝❤st✉♠s
♦❞❡r ❇r✉❝❤③ä❤✐❣❦❡✐t❡♥ ❜❡st✐♠♠t✳ ❉✐❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡s ❱❡rs✉❝❤❡s ③❡✐❝❤♥❡t s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡
❱✐❡❧③❛❤❧ ❛♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ Pr♦❜❡♥❣röß❡♥ ✉♥❞ ✲❣❡♦♠❡tr✐❡♥ ❛✉s✳ ❉❡r ❇✸❇✲❚❡st ✇✐r❞ ❛✉ß❡r❞❡♠
❜❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ✉♥❞ ❯♠❣❡❜✉♥❣s♠❡❞✐❡♥ ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t✳ ❊✐♥❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡s
❱❡rs✉❝❤❡s ❜❡✐ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ❜✐s ✶✺✵✵ ◦❈ ✐st ✐♥ ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ❜✐s❤❡r ♥✐❝❤t ✈❡rö✛❡♥t❧✐❝❤t✳
✶✵ ✷ ▼✐♥✐❛t✉r✐s✐❡rt❡ Prü❢♠❡t❤♦❞❡♥
✷✳✷ ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❞❡r ❇r✉❝❤③ä❤✐❣❦❡✐t
■♥ ❡✐♥❡♠ Ü❜❡rs✐❝❤ts❛rt✐❦❡❧ st❡❧❧❡♥ ❉❛♥③❡r ❡t ❛❧✳ ❬✸✼❪ ❞✐❡ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣❡♥ ③✉r
❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❇r✉❝❤③ä❤✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❦❡r❛♠✐s❝❤❡♥ ❲❡r❦st♦✛❡♥ ❞❛r✳ ❊✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ❛✉s❢ü❤r✲
❧✐❝❤❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ✐st ✐♥ ▼✉♥③ ✉✳ ❋❡tt ❬✶✵✽❪ ③✉ ✜♥❞❡♥✳ ■♥ ❞❡♥ ✶✾✼✵❡r ✉♥❞ ✽✵❡r ❏❛❤r❡♥
✇✉r❞❡ ❡✐♥❡ ❱❡r❡✐♥❤❡✐t❧✐❝❤✉♥❣ ♠✐t ❞❡♠ ❩✐❡❧ ❞❡r ❙t❡✐❣❡r✉♥❣ ❞❡r ❘❡♣r♦❞✉③✐❡r❜❛r❦❡✐t ✈♦♥ ▼❡ss✲
♠❡t❤♦❞❡♥ ❛♥❣❡str❡❜t✱ ✇♦❜❡✐ ❑❡r❛♠✐❦❡♥ ❡✐♥ ❜❡s♦♥❞❡r❡s ❆♥❢♦r❞❡r✉♥❣s♣r♦✜❧ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ Pr♦✲
❜❡♥❢❡rt✐❣✉♥❣✱ ❊✐♥❜r✐♥❣❡♥ ❡✐♥❡s ❆♥r✐ss❡s✱ ●röß❡ ❞❡r ❘✐ss♣r♦③❡ss③♦♥❡ s♦✇✐❡ ❱❡r❢ü❣❜❛r❦❡✐t ✈♦♥
Pr♦❜❡♥♠❛t❡r✐❛❧ ❛✉❢✇❡✐s❡♥✳ ❆❧❧❡ ❤✐❡r ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ❜r✉❝❤♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ Prü❢♠❡t❤♦❞❡♥ ❤❛❜❡♥
❞✐❡ ●❡♠❡✐♥s❛♠❦❡✐t✱ ❞❛ss ✐♥ ❡✐♥❡ Pr♦❜❡ ③✉❡rst ❡✐♥ ❆♥r✐ss ♦❞❡r ä❤♥❧✐❝❤❡s ❡✐♥❣❡❜r❛❝❤t ✇✐r❞
✉♥❞ ❛✉s❣❡❤❡♥❞ ❞❛✈♦♥ ❞❡r ❘✐ss ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❱❡rs✉❝❤❡s ❦♦♥tr♦❧❧✐❡rt ✇ä❝❤st✳ ❯♠
❞❡♥ ❲✐❞❡rst❛♥❞ ❣❡❣❡♥ ❘✐ss❛✉s❜r❡✐t✉♥❣ ✈♦♥ ❦❡r❛♠✐s❝❤❡♥ ❲❡r❦st♦✛❡♥ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✱ ✇❡r❞❡♥
❞❛❜❡✐ ❢♦❧❣❡♥❞❡ Pr♦❜❡❦ör♣❡r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❡♥✿
❼ Pr♦❜❡♥ ♠✐t ❆♥r✐ss✱
❼ ❣❡❦❡r❜t❡ Pr♦❜❡♥ s♦✇✐❡
❼ Pr♦❜❡♥ ♠✐t ■♥❞❡♥t❡r✲❆♥r✐ss✳
■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ s♦❧❧❡♥ ❞✐❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ Prü❢❦ör♣❡r✱ ✐❤r❡ ❱♦r✲ ✉♥❞ ◆❛❝❤t❡✐❧❡ ✉♥❞ ❞❡r❡♥
❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳
Pr♦❜❡♥ ♠✐t ❆♥r✐ss
❉❛s ❊✐♥❜r✐♥❣❡♥ ❡✐♥❡s s❝❤❛r❢❡♥ ❆♥r✐ss❡♥ ❞✉r❝❤ ❆♥s❝❤✇✐♥❣❡♥ ✐st ❜❡✐ ❦❡r❛♠✐s❝❤❡♥ ❲❡r❦st♦✛❡♥
♠❡✐st ♥✐❝❤t ♠ö❣❧✐❝❤ ✉♥❞ ❡r❢♦r❞❡rt ❡✐♥❡ s❡❤r st❡✐❢❡ Prü❢♠❛s❝❤✐♥❡✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡♠ ✐❞❡❛❧❡♥ ❱❡r✲
s✉❝❤s❛✉❢❜❛✉ ♠✐t ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ st❡✐❢❡r ❚❡st♠❛s❝❤✐♥❡ ✇ür❞❡ ❡✐♥ ❘✐ss ❛✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❑❡r❜❡
♦❞❡r ä❤♥❧✐❝❤❡♠ t❤❡♦r❡t✐s❝❤ st❛❜✐❧ ✇❛❝❤s❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ■♥ ❞❡r Pr❛①✐s ✐st ❞✐❡s ❥❡❞♦❝❤ ♥✐❝❤t r❡❛✲
❧✐s✐❡r❜❛r✳ ❆✉s ❞✐❡s❡♠ ●r✉♥❞ ✇❡r❞❡♥ ❛♥❞❡r❡ ▼❡t❤♦❞❡♥ ③✉♠ ❊✐♥❜r✐♥❣❡♥ ❞❡s ❆♥r✐ss❡s ✐♥ ❞❡r
▲✐t❡r❛t✉r ✈♦r❣❡st❡❧❧t✳
❊✐♥❡ ❞✐❡s❡r ▼❡t❤♦❞❡♥ ✐st ❞✐❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ❇rü❝❦❡♥♠❡t❤♦❞❡ ♥❛❝❤❲❛rr❡♥ ✉✳ ❏♦❤❛♥♥❡ss♦♥
❬✶✽✺❪✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❱✐❡r♣✉♥❦t❜✐❡❣❡♣r♦❜❡ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❍ärt❡❡✐♥❞r✉❝❦ ♦❞❡r ❡✐♥❡r s❝❤♠❛❧❡♥
❑❡r❜❡ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❇rü❝❦❡♥stü❝❦ ❜❡❧❛st❡t✱ s♦ ❞❛ss s✐❝❤ ❡✐♥ ❘✐ss s❡♥❦r❡❝❤t ③✉r ❇❡❧❛st✉♥❣sr✐❝❤✲
t✉♥❣ ❜✐❧❞❡t✳ Ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ✇ä❝❤st ❞✐❡s❡r ❘✐ss ✐♥st❛❜✐❧ ✉♥❞ ✇✐r❞ ♠✐tt❡❧s ❛❦✉st✐s❝❤❡r ❊♠✐ss✐♦♥
❞❡t❡❦t✐❡rt✱ s✐❡❤❡ ◆♦s❡ ✉✳ ❋✉❥✐✐ ❬✶✷✵❪ ♦❞❡r ❘❛② ❬✶✸✼❪✳ ❚r♦t③ ❞❡r ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ■❞❡❡ ✐st ❞✐❡ ❯♠✲
s❡t③✉♥❣ ❞❡r ▼❡t❤♦❞❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐s❝❤✱ ✇❛s ✐♥ ❡✐♥❡r ❡✉r♦♣ä✐s❝❤❡♥ ❊❙■❙ r♦✉♥❞ r♦❜✐♥✲❙t✉❞✐❡
❜❡stät✐❣t ✇✉r❞❡✱ ❛❧s ♥✉r ✇❡♥✐❣❡ ▲❛❜♦r❛t♦r✐❡♥ ❡✐♥❡♥ ❣ü❧t✐❣❡♥ ❆♥r✐ss ❣❡♥❡r✐❡r❡♥ ❦♦♥♥t❡♥✱ ❞❛
♦❢t♠❛❧s ❞❡r ❆♥r✐ss ③✉ ❣r♦ß ✇✉r❞❡✳ Pr♠❛s ✉✳ ●str❡✐♥ ❬✶✸✵❪ ❡♠♣❢❡❤❧❡♥ ❞✐❡s❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❞❛❤❡r
♥✐❝❤t ❛❧s ❙t❛♥❞❛r❞♠❡t❤♦❞❡ ③✉r ❊✐♥❜r✐♥❣✉♥❣ ❡✐♥❡s ❆♥r✐ss❡s ❜❡✐ ❞❡r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❇r✉❝❤✲
③ä❤✐❣❦❡✐t ❦❡r❛♠✐s❝❤❡r ❲❡r❦st♦✛❡✳
❲❡✐t❡r❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ③✉r ❊✐♥❜r✐♥❣✉♥❣ ❡✐♥❡s ❘✐ss❡s s✐♥❞ ❞✐❡ ❧♦❦❛❧❡ ❚❤❡r♠♦s❝❤♦❝❦❜❡❤❛♥❞✲
❧✉♥❣ ❛♥ ❞❡r ❙♣✐t③❡ ❡✐♥❡r ❑❡r❜❡ ♥❛❝❤ ❙✐♠♣s♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✺✻❪✱ ❞✐❡ ③②❦❧✐s❝❤❡ ❉r✉❝❦❜❡❧❛st✉♥❣ ♥❛❝❤
❙✉r❡s❤ ❡t ❛❧✳ ❬✶✼✵❪ ♦❞❡r ❞✐❡ ❑❡✐❧❜❡❧❛st✉♥❣ ♥❛❝❤ ❆❧♠♦♥❞ ✉✳ ❘♦❡❜✉❝❦ ❬✸❪✳ ❇❡✐ ❧❡t③t❣❡♥❛♥♥✲
t❡♥ ✇✐r❞ ❡✐♥ s❝❤❛r❢❡r ❑❡✐❧ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ♣❧❛♥ ❛✉✢✐❡❣❡♥❞❡ Pr♦❜❡ ❣❡❞rü❝❦t✱ ✇♦❞✉r❝❤ ❡✐♥ s❝❤❛r❢❡r
❆♥r✐ss ❡♥tst❡❤t✳ ❊s ✇✐r❞ ❡♠♣❢♦❤❧❡♥✱ ❞✐❡ ❉r✉❝❦③♦♥❡ ✈♦r ❞❡♠ ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❚❡st ③✉ ❡♥t❢❡r♥❡♥✳
●❡❦❡r❜t❡ Pr♦❜❡♥
❆❧s ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ③✉ Pr♦❜❡♥ ♠✐t ❆♥r✐ss ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ❤ä✉✜❣ Pr♦❜❡♥ ♠✐t ❑❡r❜❡♥
❡✐♥❣❡s❡t③t✱ ✇♦❜❡✐ s✐❝❤ ❞✐❡ ❋♦r♠ ❞❡r ❑❡r❜❡ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❙♦ ❦ö♥♥❡♥ ❣❡r❛❞❡ ❑❡r❜❡♥
✷✳✷ ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❞❡r ❇r✉❝❤③ä❤✐❣❦❡✐t ✶✶
♦❞❡r ❈❤❡✈r♦♥✲❑❡r❜❡♥ ✐♥ ❞✐❡ Pr♦❜❡ ❡✐♥❣❡❜r❛❝❤t s❡✐♥✳ ❇❡✐ ❣❡r❛❞❡♥ ❑❡r❜❡♥ ✐st ❞❡r ❑❡r❜r❛❞✐✉s
❡✐♥ ❡♥ts❝❤❡✐❞❡♥❞❡r P❛r❛♠❡t❡r ❢ür ❞✐❡ ●üt❡ ❞❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡✳ ❉✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣❡♥
❛♥ ❞❡r ❘✐sss♣✐t③❡ s✐♥❞ ✐♥ ❥❡❞❡♠ ❋❛❧❧ ❤ö❤❡r ❛❧s ❛♥ ❞❡r ❑❡r❜s♣✐t③❡✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❣❡❦❡r❜t❡ Pr♦❜❡♥
③✉ ❡✐♥❡r Ü❜❡rs❝❤ät③✉♥❣ ❞❡r ❇r✉❝❤③ä❤✐❣❦❡✐t ❢ü❤r❡♥✳ ❙t✉❞✐❡♥ ✈♦♥ ▼✉♥③ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✻❪ ♦❞❡r
P❛❜st ❬✶✷✹❪ ③❡✐❣❡♥ ❞✐❡ ❆❜♥❛❤♠❡ ❞❡r ❇r✉❝❤③ä❤✐❣❦❡✐t ♠✐t s✐♥❦❡♥❞❡♠ ❑❡r❜r❛❞✐✉s✱ ❜✐s s✐❝❤
❡✐♥ ❑♦♥✈❡r❣❡♥③❡✛❡❦t ❡✐♥st❡❧❧t✳ ❉✐❡s❡r ✇✉r❞❡ ❞✉r❝❤ ◆✐s❤✐❞❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✼❪ ❢ür ❢❡✐♥❦ör♥✐❣❡s ❆❧✉✲
♠✐♥✐✉♠♦①✐❞ ✉♥❞ ❉❛♠❛♥✐ ❡t ❛❧✳ ❬✸✸❪ ❢ür ❡✐♥❡ ❆✉s✇❛❤❧ ❛♥ ❢ü♥❢ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❑❡r❛♠✐❦❡♥
✭❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞✱ ❩✐r❦♦♥♦①✐❞✱ ▼❛❣♥❡s✐✉♠♦①✐❞ t❡✐❧st❛❜✐❧✐s✐❡rt❡s ❩✐r❦♦♥♦①✐❞✱ ❤❡✐ß❣❡♣r❡sst❡s ❙✐✲
❧✐③✐✉♠♥✐tr✐❞✱ ❣❡s✐♥t❡rt❡s ❙✐❧✐③✐✉♠❝❛r❜✐❞✮ ❜❡stät✐❣t✳ ❉❡r ❑❡r❜r❛❞✐✉s s♦❧❧t❡ ❞❛❜❡✐ ♥✐❝❤t ❣röß❡r
❛❧s ❞❡r ♠✐tt❧❡r❡ ❑♦r♥❞✉r❝❤♠❡ss❡r ❞❡s ❲❡r❦st♦✛s s❡✐♥✱ s✐❡❤❡ ❑ü❜❧❡r ❬✽✽❪✳ ❯♠ ❞❡♥ ❑❡r❜✲
r❛❞✐✉s ❛✉❢ ✇❡♥✐❣❡ ▼✐❦r♦♠❡t❡r ③✉ r❡❞✉③✐❡r❡♥✱ ✇✐r❞ ❞❡r ❑❡r❜❣r✉♥❞ ♠✐t ❡✐♥❡r ❘❛s✐❡r❦❧✐♥❣❡
✉♥❞ ❡✐♥❡r ❉✐❛♠❛♥t♣❛st❡ ❜❡❛r❜❡✐t❡t✳ ❉✐❡ s♦ ❡♥tst❛♥❞❡♥❡♥ ❙❊❱◆❇ ✭❙✐♥❣❧❡✲❊❞❣❡✲❱✲◆♦t❝❤❡❞✲
❇❡❛♠✮✲Pr♦❜❡♥ ✇✉r❞❡♥ s♣ät❡r st❛♥❞❛r❞✐s✐❡rt✱ s✐❡❤❡ ❉■◆ ❊◆ ■❙❖ ✷✸✶✹✻ ❬✹✼❪✳ ❊✐♥❡ ❡✉r♦♣ä✐s❝❤❡
❊❙■❙ r♦✉♥❞ r♦❜✐♥✲❙t✉❞✐❡ ❜❡❧❡❣t ❞✐❡ ❘❡♣r♦❞✉③✐❡r❜❛r❦❡✐t ❞❡r ▼❡t❤♦❞❡✱ s✐❡❤❡ ❑ü❜❧❡r ❬✽✽❪✳
◆❡❜❡♥ ❞❡♥ Pr♦❜❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ❣❡r❛❞❡♥ ❑❡r❜❡ ✇❡r❞❡♥ ❛✉ß❡r❞❡♠ ❛✉❝❤ Pr♦❜❡♥ ♠✐t ❈❤❡✈r♦♥✲
❑❡r❜❡✱ s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✽✱ ❛❧s Prü❢❦ör♣❡r ❡✐♥❣❡s❡t③t✱ ✉♠ ❞✐❡ ❇r✉❝❤③ä❤✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❑❡r❛♠✐❦❡♥
③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✳ ❆✉❝❤ ③✉ ❞✐❡s❡♥ Pr♦❜❡♥ ❡①✐st✐❡r❡♥ ❣❡♥♦r♠t❡ ❱♦rs❝❤r✐❢t❡♥ ✉♥❞ ❱❡rs✉❝❤s❛✉❢❜❛✉✲
t❡♥✱ s✐❡❤❡ ❉■◆ ❊◆ ✶✹✹✷✺✲✸ ❬✹✻❪ ♦❞❡r ❆❙❚▼ ❈ ✶✹✷✶ ❬✻❪✳ ❙❡✐t ❞❡♥ ✶✾✻✵❡r ❏❛❤r❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✉r❝❤
◆❛❦❛②❛♠❛ ❬✶✶✶❪✱ ▼✉♥③ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✼❪ ♦❞❡r ❚❛tt❡rs❛❧❧ ✉✳ ❚❛♣♣✐♥ ❬✶✼✸❪ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡
❇✐❡❣❡✈❡rs✉❝❤s❛♥♦r❞♥✉♥❣❡♥ ♠✐t Pr♦❜❡♥✱ ❞✐❡ ü❜❡r ❡✐♥❡ ❈❤❡✈r♦♥✲❑❡r❜❡ ✈❡r❢ü❣❡♥✱ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt
✉♥❞ st❛♥❞❛r❞✐s✐❡rt✳ ❉❡r ❱♦rt❡✐❧ ❞✐❡s❡s ❱❡rs✉❝❤s❛✉❢❜❛✉s ❜❡st❡❤t ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss ❦❡✐♥ s❝❤❛r❢❡r ❆♥✲
r✐ss ❡✐♥❣❡❜r❛❝❤t ✇❡r❞❡♥ ♠✉ss✱ ❞❛ ③✉ ❇❡❣✐♥♥ ❞❡r Prü❢✉♥❣ ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r ❇❡❧❛st✉♥❣ ❡✐♥
s❝❤❛r❢❡r ❘✐ss ❡♥tst❡❤t✱ s✐❡❤❡ ▼✉♥③ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✾❪✳ ❉❛rü❜❡r ❤✐♥❛✉s ✐st ❦❡✐♥❡ ❘✐ss❧ä♥❣❡♥♠❡ss✉♥❣
❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤ ✉♥❞ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ ❞❡r ❑❡r❜❡ ❦❛♥♥ ♥❛❝❤ ▼✉♥③ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✻❪ ❡✐♥ st❛✲
❜✐❧❡s ❘✐ss✇❛❝❤st✉♠ ❡rr❡✐❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ●r✉♥❞ ❞❛❢ür ✐st ❞✐❡ st❡✐❣❡♥❞❡ ❇r❡✐t❡ ❞❡r ❘✐ss❢r♦♥t ♠✐t
③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r ❘✐ss❧ä♥❣❡✳ Pr♠❛s ✉✳ ●str❡✐♥ ❬✶✸✵❪ ❜❡stät✐❣❡♥ ❞✐❡ ❘❡♣r♦❞✉③✐❡r❜❛r❦❡✐t ❞❡r
▼❡t❤♦❞❡ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❡✉r♦♣ä✐s❝❤❡♥ ❊❙■❙ r♦✉♥❞ r♦❜✐♥✲❙t✉❞✐❡ ❛♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❦❡r❛✲
♠✐s❝❤❡♥ ❲❡r❦st♦✛❡♥✳ ◆❡❜❡♥ ❦❡r❛♠✐s❝❤❡♥ ❲❡r❦st♦✛❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❈❤❡✈r♦♥✲❣❡❦❡r❜t❡ Pr♦❜❡♥ ❢ür
●❡st❡✐♥s❛rt❡♥✱ s✐❡❤❡ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ◆❛ss❡r✐ ✉✳ ▼♦❤❛♥t② ❬✶✶✷❪ ♦❞❡r ❋r❛♥❦❧✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬✺✾❪
♦❞❡r ❛♥❞❡r❡ ❲❡r❦st♦✛s②st❡♠❡ ✇✐❡ ❣r❛♣❤❡♥✈❡rstär❦t❡ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞✲◆❛♥♦✈❡r❜✉♥❞st♦✛❡ ✐♥
P♦r✇❛❧ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷✽❪ ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t✳
Pr♦❜❡♥ ♠✐t ■♥❞❡♥t❡r✲❆♥r✐ss
❊✐♥❡ ❡✐♥❢❛❝❤❡ ▼❡t❤♦❞❡ ③✉r ❊r③❡✉❣✉♥❣ ❡✐♥❡s ❆♥r✐ss❡s ♥✉t③t ❡✐♥❡♥ ❑♥♦♦♣✲ ♦❞❡r ❱✐❝❦❡rs✲
■♥❞❡♥t❡r❡✐♥❞r✉❝❦✳ ❉✐❡s❡ ✇❡r❞❡♥ ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ③✉r ❍ärt❡♠❡ss✉♥❣ ❡✐♥❣❡s❡t③t✱ ✇♦❜❡✐ s✐❝❤ ❛✉s✲
❣❡❤❡♥❞ ✈♦♥ ❞❡♥ ❊❝❦❡♥ ❞❡s ❊✐♥❞r✉❝❦s ❦❧❡✐♥❡✱ ❛♥♥ä❤❡r♥❞ ❤❛❧❜❦r❡✐s❢ör♠✐❣❡ ♦❞❡r ❤❛❧❜❡❧❧✐♣t✐s❝❤❡
❘✐ss❡ ❜✐❧❞❡♥✳ ❊✐♥❡♥ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤❡♥ Ü❜❡r❜❧✐❝❦ ③✉r ❘✐ss❜✐❧❞✉♥❣ ❜❡✐ ■♥❞❡♥t❡r❡✐♥❞rü❝❦❡♥ ❧✐❡❢❡r♥
❖st♦❥✐❝ ✉✳ ▼❝P❤❡rs♦♥ ❬✶✷✸❪✳ ■♠ ◆❛❤❢❡❧❞ ❞❡s ❊✐♥❞r✐♥❣❦ör♣❡rs tr❡t❡♥ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❇❡✲
❧❛st✉♥❣ ♠✐t ❞❡♠ ■♥t❡♥❞❡♥t❡r ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❛✉❢✱ ❡s ❜✐❧❞❡♥ s✐❝❤ ▼✐❦r♦r✐ss❡ ✉♥❞
♣❧❛st✐s❝❤❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥✳ ◆❛❝❤ ❞❡r ❊♥t❧❛st✉♥❣ ❡♥tst❡❤❡♥ ❞❡s❤❛❧❜ ❊✐❣❡♥s♣❛♥♥✉♥❣❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡
♥❛❝❤ P❡tr♦✈✐❝ ✉✳ ❏❛❝♦❜s❡♥ ❬✶✷✻❪ ♦❞❡r ❋❡tt ❡t ❛❧✳ ❬✺✼❪ ❡♥t❢❡r♥t ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧❡♥✳ ❲❡r❞❡♥
❞✐❡s❡ ❊✐❣❡♥s♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ♥✐❝❤t ❡♥t❢❡r♥t✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❇r✉❝❤③ä❤✐❣❦❡✐t ✉♥t❡rs❝❤ät③t✱ ❞❛ ❞✐❡ ❩✉❣✲
❊✐❣❡♥s♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ❛❧s ❘✐sss♣✐t③❡♥❜❡❧❛st✉♥❣ ♥✐❝❤t ♠✐t ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❊✐♥❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣
❞❡r ❑♦♥t❛❦t③♦♥❡ ✇✐r❞ ♠✐tt❡❧s ❙❝❤❧❡✐❢❡♥ ❣❡✇ä❤r❧❡✐st❡t✱ ❛✉ß❡r❞❡♠ ✐st ❡✐♥ ●❧ü❤❡♥ ❞❡♥❦❜❛r✱ ✉♠
❞✐❡ ❊✐❣❡♥s♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ③✉ r❡❞✉③✐❡r❡♥✳
◆❡❜❡♥ ❊✐❣❡♥s♣❛♥♥✉♥❣❡♥ tr❡t❡♥ ♦❢t♠❛❧s ❛✉❝❤ ❧❛t❡r❛❧❡ ❘✐ss❡ ❛✉❢✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r
❇❡❧❛st✉♥❣ ❢ür ❑♥♦♦♣✲ ✉♥❞ ❱✐❝❦❡rs✲❊✐♥❞r✐♥❣❦ör♣❡r ✈♦♥ ▲✉❜❡ ❬✾✺❪ ✉♠❢❛♥❣r❡✐❝❤ ✉♥t❡rs✉❝❤t
✶✷ ✷ ▼✐♥✐❛t✉r✐s✐❡rt❡ Prü❢♠❡t❤♦❞❡♥
✇✉r❞❡♥✳ ❉❛ s✐❝❤ ❞✐❡s❡ ♠✐t ❞❡♥ s❡♠✐✲❡❧❧✐♣t✐s❝❤❡♥ ❍❛✉♣tr✐ss❡♥ ❣❡❣❡♥s❡✐t✐❣ ❜❡❡✐♥✢✉ss❡♥✱ ❡♠♣❢❡❤✲
❧❡♥ ◗✉✐♥♥ ✉✳ ❙❛❧❡♠ ❬✶✸✷❪ ❞✐❡s❡ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ③✉ ❡♥t❢❡r♥❡♥✱ ❞❛ s✐❡ ❞✐❡ ❡r♠✐tt❡❧t❡ ❇r✉❝❤③ä❤✐❣❦❡✐t
❜✐s ③✉ ✶✵✪ ✈❡r❢ä❧s❝❤❡♥✳
❉✐❡ ♥❛❝❤ ❞❡r ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ❞❡r ❑♦♥t❛❦t③♦♥❡ ✈❡r❜❧✐❡❜❡♥❡♥ ❤❛❧❜❦r❡✐s❢ör♠✐❣❡♥ ❜③✇✳ ❤❛❧❜❡❧✲
❧✐♣t✐s❝❤❡♥ ❘✐ss❡ s✐♥❞ ✐❞❡❛❧❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥❛♥r✐ss❡ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❜r✉❝❤♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❱❡rs✉❝❤ ✉♥❞
✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❞❡r ❙✉r❢❛❝❡✲❈r❛❝❦✲✐♥✲❋❧❡①✉r❡ ✭❙❈❋✮✲▼❡t❤♦❞❡ ✐♥ ❇✐❡❣❡♣r♦❜❡♥ ❡✐♥❣❡❜r❛❝❤t✱ s✐❡❤❡
◗✉✐♥♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✸✶❪✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣ ❢ür ❞❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡❢❛❦t♦r ❞❡s s❡♠✐✲❡❧❧✐♣t✐s❝❤❡♥
❖❜❡r✢ä❝❤❡♥r✐ss❡s ❜❡♥öt✐❣t✱ ✇❡❧❝❤❡ ✈♦♥ ◆❡✇♠❛♥ ✉✳ ❘❛❥✉ ❬✶✶✻❪ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇✉r❞❡♥✳ ❊✐♥❡ ❆♥✲
♣❛ss✉♥❣ ❞✐❡s❡r ▲ös✉♥❣ ✉♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❛❧❧❡r ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡r ❊✐♥✢✉ss♣❛r❛♠❡t❡r s♦✇✐❡
❞❡r ◗✉❡r❦♦♥tr❛❦t✐♦♥s③❛❤❧ ✇✉r❞❡ ❞✉r❝❤ ❙tr♦❜❧ ❡t ❛❧✳ ❬✶✻✼✱ ✶✻✽❪ ❣❡❣❡❜❡♥✳ ❊✐♥ ❣❡♥♦r♠t❡r
❱❡rs✉❝❤s❛❜❧❛✉❢ ❞❡r ❙❈❋✲▼❡t❤♦❞❡ ✐st ✐♥ ❉■◆ ■❙❖ ✶✽✼✺✻ ❬✹✷❪ ✉♥❞ ❆❙❚▼ ❈✶✹✷✶ ❬✻❪ ③✉ ✜♥❞❡♥✳
❊✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ■♥❞❡♥t❡r✲❆♥r✐ss❡♥ ✐st ❜❡✐ ❞❡r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❇r✉❝❤③ä✲
❤✐❣❦❡✐t ❛♥ ❦❧❡✐♥❡♥ ❑r❡✐s♣❧❛tt❡♥ ③✉ ✜♥❞❡♥✳ ❍✐❡r❜❡✐ ✇❡r❞❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥❛♥r✐ss❡ ♠✐t ❑♥♦♦♣✲
❊✐♥❞r✐♥❣❦ör♣❡r♥ ✐♥ ❇✸❇✲Pr♦❜❡♥ ❡✐♥❣❡❜r❛❝❤t ✉♥❞ ❛♥s❝❤❧✐❡ß❡♥❞ ♥❛❝❤ ❊♥t❢❡r♥❡♥ ❞❡r ♣❧❛st✐✲
s❝❤❡♥ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s③♦♥❡ ✐♠ ❇✸❇✲❚❡st ❜✐s ③✉♠ ❦r✐t✐s❝❤❡♥ ❱❡rs❛❣❡♥ ❜❡❧❛st❡t✳ ❉✐❡s❡r ❱❡rs✉❝❤
✇✐r❞ ✐♥ ▲✉❜❡ ❡t ❛❧✳ ❬✾✻❪✱ ❘❛s❝❤❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✸✻❪ ♦❞❡r ❙tr♦❜❧ ❡t ❛❧✳ ❬✶✻✻❪ ❡r❦❧ärt ✉♥❞ ❛♥❣❡✲
✇❡♥❞❡t✳
❊✐♥ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤❡r ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❛❧❧❡r ▼❡t❤♦❞❡♥ ✐st ✐♥ ❡✐♥❡♠ Ü❜❡rs✐❝❤ts❛rt✐❦❡❧ ✈♦♥ ▼♦rr❡❧❧
❬✶✵✸❪ ③✉ ✜♥❞❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❙❊P❇ ✭❙✐♥❣❧❡✲❊❞❣❡✲Pr❡❝r❛❝❦❡❞✲❇❡❛♠✮✱ ❈◆❇✱
❙❊❱◆❇ ✉♥❞ ❙❈❋ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ❜r✉❝❤♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❑r✐t❡r✐❡♥ ✇✐❡ s❝❤❛r❢❡r ❆♥r✐ss ♦❞❡r
❘✐sss♣✐t③❡♥❜❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣ s♦✇✐❡ ❞❡r ❍❛♥❞❤❛❜❜❛r❦❡✐t ✐♥ ❇❡③✉❣ ❛✉❢ Pr♦❜❡♥❢❡rt✐❣✉♥❣ ✉♥❞ ❘❡✲
♣r♦❞✉③✐❡r❜❛r❦❡✐t ❛❧s ❣❡❡✐❣♥❡t ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❯♥t❡r ❞❡r ❆♥♥❛❤♠❡✱ ❞❛ss ❞❡r ❣❡t❡st❡t❡ ❦❡r❛♠✐s❝❤❡
❲❡r❦st♦✛ ❡✐♥ ✢❛❝❤❡s ❘✲❑✉r✈❡♥✈❡r❤❛❧t❡♥✱ ❛❧s♦ ❡✐♥❡ ❣❡r✐♥❣❡ ♦❞❡r ✐❞❡❛❧❡r✇❡✐s❡ ❦❡✐♥❡ ❩✉♥❛❤♠❡
❞❡r ❘✐ss③ä❤✐❣❦❡✐t ♠✐t st❡✐❣❡♥❞❡r ❘✐ss❧ä♥❣❡✱ ❛✉❢✇❡✐st✱ ❧✐❡❢❡r♥ ❞✐❡s❡ ▼❡t❤♦❞❡♥ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❜❛r❡ ❊r✲
❣❡❜♥✐ss❡✳ ❊✐♥ ❛✉s❣❡♣rä❣t❡s ❘✲❑✉r✈❡♥✈❡r❤❛❧t❡♥ tr✐tt ♥❛❝❤ ▼✉♥③ ✉✳ ❋❡tt ❬✶✵✽❪ ✐♥ ❋♦❧❣❡ ✈♦♥
❘✐ss✈❡r③✇❡✐❣✉♥❣ ♦❞❡r P❤❛s❡♥✉♠✇❛♥❞❧✉♥❣ ❛✉❢✳ ❉❛ ❞✐❡ ❣❡♥❛♥♥t❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡
❙t❛rtr✐ss❧ä♥❣❡♥ ❛✉❢✇❡✐s❡♥✱ ✇ür❞❡ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧❡ ❞✐❡ ❡r♠✐tt❡❧t❡ ❇r✉❝❤③ä❤✐❣❦❡✐t ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣✲
❦❡✐t ❞❡r ❘✐ss❧ä♥❣❡ ③✉ ❛❜✇❡✐❝❤❡♥❞❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡♥ ❢ü❤r❡♥✳
✷✳✸ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ❱❡rs✉❝❤s❛✉❢❜❛✉t❡♥ ✶✸
✷✳✸ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ❱❡rs✉❝❤s❛✉❢❜❛✉t❡♥
❊s ✇❡r❞❡♥ ③✇❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❜❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r❡♥
❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✱ ✉♠ ❞✐❡ ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤❡♥ ❜r✉❝❤✲ ✉♥❞ s❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❑❡♥♥✇❡rt❡ ❞❡r
❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛❡ ③✉ ❡r♠✐tt❡❧♥✳ ❉✐❡s ❡r❢♦r❞❡rt ❡✐♥❡ ❦♦♥str✉❦t✐✈❡ ●❡st❛❧t✉♥❣ ❞❡r Prü❢❛♣♣❛r❛t✉r✱
❛♥❣❡♣❛sst ❛♥ ❞✐❡ ●❡❣❡❜❡♥❤❡✐t❡♥ ❡✐♥❡s ❍♦❝❤t❡♠♣❡r❛t✉r♣rü❢st❛♥❞❡s✳
✷✳✸✳✶ ❇❛❧❧✲❖♥✲❚❤r❡❡✲❇❛❧❧s✲❚❡st
❩✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❜✐❛①✐❛❧❡♥ ❇✐❡❣❡❢❡st✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ❞❡r s❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❲❡r❦st♦✛✲
♣❛r❛♠❡t❡r ✇✐r❞ ❞❡r ❇❛❧❧✲❖♥✲❚❤r❡❡✲❇❛❧❧s✲❚❡st ✭❇✸❇✲❚❡st✮ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❇❡✐ ❞❡r ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡♥
❱❡rs✉❝❤s❛♣♣❛r❛t✉r ✇✐r❞✱ ✇✐❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✶ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✱ ❡✐♥❡ s❝❤❡✐❜❡♥❢ör♠✐❣❡ Pr♦❜❡ ♠✐t
❡✐♥❡♠ ❉✉r❝❤♠❡ss❡r d = 8mm ✉♥❞ ❡✐♥❡r ❉✐❝❦❡ t = ✵✱✺♠♠ ✈♦♥ ❞r❡✐ ❑✉❣❡❧♥ ❣❡stüt③t ✉♥❞
❡✐♥❡r ❑✉❣❡❧ ③❡♥tr✐s❝❤ ❜❡❧❛st❡t✳
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✭❜✮ ❘♦❤r♦❢❡♥
❆❜❜✳ ✷✳✶✿ ❆✉❢❜❛✉ ❞❡r ❇✸❇✲❱❡rs✉❝❤s❛♣♣❛r❛t✉r ✭❛ ✲ ❙t❡♠♣❡❧✱ ❜ ✲❍ü❧s❡✱ ❝ ✲❉r✉❝❦❦✉❣❡❧✱ ❞ ✲ Pr♦❜❡♥③❡♥tr✐❡r✉♥❣✱
❡ ✲ ▲❛❣❡r✉♥❣s❦✉❣❡❧✱ ❢ ✲ ❯♥t❡r❡s ●❡stä♥❣❡✱ ❣ ✲❑✉❣❡❧③❡♥tr✐❡r✉♥❣✱ ❤ ✲ Pr♦❜❡✱ ✐ ✲ ❉r✉❝❦❦✉❣❡❧❢ü❤r✉♥❣✱ ❦ ✲ ❙t❡♠♣❡❧✲
❢ü❤r✉♥❣✮
❉✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❱❡rs✉❝❤s❛♣♣❛r❛t✉r❡♥ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ s✐❝❤✱ ❞❛ ❜❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉✲
r❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❍♦❝❤t❡♠♣❡r❛t✉r✲Prü❢stä♥❞❡ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t ✇✉r❞❡♥✱ s✐❡❤❡ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✸✳✸✱
✉♥❞ ❞✐❡ ❦♦♥str✉❦t✐✈❡ ❯♠s❡t③✉♥❣ ❞❡♠❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❛♥❣❡♣❛sst ✇✉r❞❡✳ ●❡♥❡r❡❧❧ ❣✐❧t✱ ❞❛ss ❞✐❡
❱❡rs✉❝❤s❛♣♣❛r❛t✉r ❛✉❢ ❞❛s ✉♥t❡r❡ ●❡stä♥❣❡ ❞❡s Prü❢st❛♥❞❡s ❛✉❢❣❡❜❛✉t ✐st✳ ❉✐❡ ❞r❡✐ ❆✉❢✲
❧❛❣❡r❦✉❣❡❧♥ ✇❡r❞❡♥ ❞❛❜❡✐ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❑✉❣❡❧③❡♥tr✐❡r✉♥❣ ❛①✐❛❧ ❛✉s❣❡r✐❝❤t❡t✳ ❉✐❡ ❦♦rr❡❦t❡ P♦✲
s✐t✐♦♥✐❡r✉♥❣ ❞❡r Pr♦❜❡ ü❜❡r♥✐♠♠t ❞✐❡ Pr♦❜❡♥③❡♥tr✐❡r✉♥❣✳ ■♥ ❜❡✐❞❡♥ ❦♦♥str✉❦t✐✈❡♥ ❯♠s❡t✲
③✉♥❣❡♥ ❡①✐st✐❡rt ❛✉ß❡r❞❡♠ ❡✐♥❡ ❉r✉❝❦❦✉❣❡❧ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❉✉r❝❤♠❡ss❡r ✈♦♥ db = ✷✱✺♠♠ ❜③✇✳
db = 5mm✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❉r✉❝❦❦✉❣❡❧❢ü❤r✉♥❣ ③❡♥tr✐❡rt ✇✐r❞ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❍ü❧s❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡
❣❡s❛♠t❡ ❛①✐❛❧❡ ❆✉sr✐❝❤t✉♥❣ ❣❡✇ä❤r❧❡✐st❡t✳ ❆❧❧❡ ❑✉❣❡❧♥ s✐♥❞ ❞❛❜❡✐ ❧❡✐❝❤t ❛✉st❛✉s❝❤❜❛r ✉♥❞
❛❧s ❦❡r❛♠✐s❝❤❡ Prä③✐s✐♦♥s❦✉❣❡❧♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ❘✉♥❞❤❡✐ts✲ ✉♥❞ ❉✉r❝❤♠❡ss❡rt♦❧❡r❛♥③ ✈♦♥ ✵✱✷✺µ♠
❛✉s❣❡✇✐❡s❡♥✳ ❉❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡s ❉✉r❝❤♠❡ss❡rs ❞❡r ❉r✉❝❦❦✉❣❡❧ ✇✐r❞ ❢ür ❞❡♥ ❙P❚ ✈♦♥ ✈❡rs❝❤✐❡✲
❞❡♥❡♥ ❆✉t♦r❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t✱ s✐❡❤❡ ❆❜❡♥❞r♦t❤ ❬✶❪✱ ◆♦rr✐s ✉✳ P❛r❦❡r ❬✶✶✾❪ ♦❞❡r ❘❛s❝❤❡
✶✹ ✷ ▼✐♥✐❛t✉r✐s✐❡rt❡ Prü❢♠❡t❤♦❞❡♥
❬✶✸✺❪✱ ✇♦❜❡✐ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ ❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡ ❜❡✐ ❦❧❡✐♥❡♥ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ✉♥❞
s♣rö❞❡♠ ❲❡r❦st♦✛✈❡rs❛❣❡♥ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❜❛r ✐st✳ ❇ör❣❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵❪ ✇❡✐st ❞❛r❛✉❢ ❤✐♥✱ ❞❛ss
❞❡r ❑✉❣❡❧❞✉r❝❤♠❡ss❡r ♥✐❝❤t ③✉ ❦❧❡✐♥ ❣❡✇ä❤❧t ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧t❡✱ ❞❛ ❡✐♥❡ Pr♦❜❡ s♦♥st ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r
❩✉❣s♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ✉♠ ❞❡♥ ❑♦♥t❛❦t❜❡r❡✐❝❤ ♥❛❝❤ ❞❡r ❍❡rt③s❝❤❡♥ ❑♦♥t❛❦tt❤❡♦r✐❡ ❬✼✷❪ ✈❡rs❛❣t
✉♥❞ ♥✐❝❤t ✇✐❡ ❣❡✇ü♥s❝❤t ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❇✐❡❣❡s♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ❛♥ ❞❡r Pr♦❜❡♥✉♥t❡rs❡✐t❡✳ ❉✐❡ ▲ö✲
s✉♥❣ ❞❡s ❑♦♥t❛❦t♣r♦❜❧❡♠s ✐st ❞❛❜❡✐ ✐♥ ❍❛♥❞❜ü❝❤❡r♥ ✇✐❡ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ P♦♣♦✈ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷✼❪
♦❞❡r ❚✐♠♦s❤❡♥❦♦ ✉✳ ●♦♦❞✐❡r ❬✶✼✻❪ ③✉ ✜♥❞❡♥✳
❉❡r ❙t❡♠♣❡❧ ü❜❡r♥✐♠♠t ❞✐❡ ❆✉❢❣❛❜❡ ❞❡r ❑r❛❢tü❜❡rtr❛❣✉♥❣ ✈♦♠ ♦❜❡r❡♥ ●❡stä♥❣❡ ❞❡r
Prü❢♠❛s❝❤✐♥❡ ❛✉❢ ❞✐❡ ❉r✉❝❦❦✉❣❡❧✱ ✇♦❜❡✐ ❡s ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❡ ✐♥ ❜❡✐❞❡♥ ❆♣♣❛r❛t✉✲
r❡♥ ❣✐❜t✳ ❋ür ❞✐❡ ❇✸❇✲❱❡rs✉❝❤s❛♣♣❛r❛t✉r ❞❡s ❉r❡✐③♦♥❡♥♦❢❡♥s ✇✐r❞ ❞❡r ❙t❡♠♣❡❧ ❞✉r❝❤ ❞✐❡
❙t❡♠♣❡❧❢ü❤r✉♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥✐❡rt✱ s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✶✭❛✮✳ ❉✐❡s ✐st ♥♦t✇❡♥❞✐❣✱ ❞❛ ❞❡r ❙t❡♠♣❡❧ ✐♥
❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ♥✐❝❤t ♠✐t ❞❡♠ ♦❜❡r❡♥ ●❡stä♥❣❡ ❞❡r Prü❢♠❛s❝❤✐♥❡ ✈❡r❜✉♥❞❡♥ ✐st✳ ❇❡✐ ❞❡r ❇✸❇✲
❱❡rs✉❝❤s❛♣♣❛r❛t✉r ❞❡s ❘♦❤r♦❢❡♥s✱ s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✶✭❜✮ ❡①✐st✐❡rt ❡✐♥❡ ❢❡st❡ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣
❞❡s ❙t❡♠♣❡❧s ♠✐t ❞❡r ❑r❛❢t♠❡ss❞♦s❡✳ ■♥ ❜❡✐❞❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ✇✐r❞ ❆r❣♦♥ ❛❧s ❙❝❤✉t③❣❛s ü❜❡r ❡✐♥❡
❇♦❤r✉♥❣ ✐♠ ✉♥t❡r❡♥ ●❡stä♥❣❡ ❞❡r Prü❢♠❛s❝❤✐♥❡ ❡✐♥❣❡❧❡✐t❡t✱ ✉♠ ❡✐♥ ❊♥t❦♦❤❧❡♥ ❞❡r Pr♦❜❡
✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r Prü❢✉♥❣ ❜❡✐ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ♦❜❡r❤❛❧❜ ✈♦♥ 600 ◦C ③✉ ✈❡r❤✐♥❞❡r♥✳ ❆❧❧❡ ❡r❧ä✉t❡r✲
t❡♥ ❑❧❡✐♥t❡✐❧❡ s✐♥❞ ❛✉s ✾✾✱✼✪✲r❡✐♥❡♠ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞ ❤❡r❣❡st❡❧❧t✱ ❡✐♥③✐❣❡ ❆✉s♥❛❤♠❡ ✐st ❞❛s
✉♥t❡r❡ ●❡stä♥❣❡ ❜❡✐♠ ❉r❡✐③♦♥❡♥♦❢❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡s ❛✉s ❡✐♥❡♠ ❛✉st❡♥✐t✐s❝❤❡♥✱ ❦♦rr♦s✐♦♥s✲ ✉♥❞ ❤✐t✲
③❡❜❡stä♥❞✐❣❡♥ ❈❤r♦♠✲◆✐❝❦❡❧✲❙t❛❤❧ ✶✳✹✽✹✶ ✭❳✶✺❈r◆✐❙✐✷✺✲✷✶✮ ❣❡❢❡rt✐❣t ✐st✳
❉❡r ❙t❡♠♣❡❧ ❜❡❧❛st❡t ❞✐❡ Pr♦❜❡ ✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s❣❡st❡✉❡rt ♠✐t ❡✐♥❡r ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❱❡rs❝❤✐❡✲
❜✉♥❣sr❛t❡ ✈♦♥ u˙ = 0,05mm/min✱ ❜✐s ❡✐♥ ❱❡rs❛❣❡♥ ❞❡r Pr♦❜❡ ❛✉❢tr✐tt✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❙t❡♠✲
♣❡❧✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❛✉❢❣❡❜r❛❝❤t❡ ❑r❛❢t ♠✐tt❡❧s ❡✐♥❡r ❑r❛❢t♠❡ss❞♦s❡ ❛✉❢❣❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❆❧s
Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❘❛✉♠t❡♠♣❡r❛t✉r✱ 800 ◦C✱ 1200 ◦C ✉♥❞ 1500 ◦C ❢❡st❣❡❧❡❣t✳
✷✳✸✳✷ ❈❤❡✈r♦♥✲❣❡❦❡r❜t❡r ❱✐❡r✲P✉♥❦t✲❇✐❡❣❡✈❡rs✉❝❤
❯♠ ❞✐❡ ❇r✉❝❤③ä❤✐❣❦❡✐t ❞❡r ❦❡r❛♠✐s❝❤❡♥ ❲❡r❦st♦✛❡ ③✉ ❡r♠✐tt❡❧♥✱ ✇✐r❞ ✐♥ ❞❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❆r✲
❜❡✐t ❡✐♥ s❡❧❜st ❦♦♥str✉✐❡rt❡r ❱✐❡r✲P✉♥❦t✲❇✐❡❣❡✈❡rs✉❝❤s❛✉❢❜❛✉ ♠✐t ❈❤❡✈r♦♥✲❣❡❦❡r❜t❡♥ Pr♦❜❡♥
✭❈◆❇✲❱❡rs✉❝❤✮ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ✇❡❧❝❤❡r ❧❡✐❝❤t ✈♦♥ ❞❡r st❛♥❞❛r❞✐s✐❡rt❡♥ ▼❡t❤♦❞❡ ♥❛❝❤ ❆❙❚▼✲❈✲
✶✹✷✶ ❬✻❪ ✉♥❞ ❉■◆ ❊◆ ✶✹✹✷✺✲✸ ❬✹✻❪ ❛❜✇❡✐❝❤t✳ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✷ ③❡✐❣t ❞✐❡ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡ ❱❡rs✉❝❤s✲
❛♣♣❛r❛t✉r✳ ❊✐♥❡ ❘♦❧❧❡ ❞❡r ❇❡❧❛st✉♥❣s✲ s♦✇✐❡ ❆✉✢❛❣❡r❡✐♥❤❡✐t ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❥❡✇❡✐❧s ❡✐♥❡ ❑✉❣❡❧
❡rs❡t③t✱ ✇❛s ✐♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉r ❉■◆✲◆♦r♠✲❆♥✇❡♥❞✉♥❣ st❡❤t✱ ❜❡✐ ❞❡r ③✇❡✐ ❘♦❧❧❡♥♣❛❛r❡ ✈♦r✲
❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❑✉❣❡❧♥ ✐♥ ❞❡r ❱❡rs✉❝❤s❛♣♣❛r❛t✉r ✇❡r❞❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ✉♠ ❞✐❡ ❉■◆✲
❆♥❢♦r❞❡r✉♥❣❡♥ ❛♥ ❞✐❡ ❞r❡❤❜❛r❡ ▲❛❣❡r✉♥❣ ③✉ ❡r❢ü❧❧❡♥ ✉♥❞ ❞❡♥♥♦❝❤ ❞✐❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ③✉ ❜✐❡t❡♥✱
❜❡✐ ❤♦❤❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ♣rü❢❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳ ❙♦✇♦❤❧ ❞✐❡ ❘♦❧❧❡♥ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❑✉❣❡❧♥ ❤❛❜❡♥
❡✐♥❡♥ ❉✉r❝❤♠❡ss❡r ✈♦♥ db = 5mm✳ ❉✐❡ ❑ä✜❣str✉❦t✉r ✇✐r❞ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ●❡❤ä✉s❡ ❣❡❢ü❤rt ✉♥❞
❜❡st❡❤t ❛✉s ❞r❡✐ ❘✐♥❣❡♥✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞❡♠ ✉♥t❡r❡♥✱ ♠✐tt❧❡r❡♥ ✉♥❞ ♦❜❡r❡♥ ❑ä✜❣r✐♥❣✳ ❉❛s ●❡❤ä✉s❡
s♦r❣t ♥❡❜❡♥ ❞❡r P♦s✐t✐♦♥✐❡r✉♥❣s❢✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❑ä✜❣r✐♥❣❡ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❡✐♥❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❇❛✉r❛✉♠
✉♠ ❞✐❡ Pr♦❜❡✱ ✇♦❞✉r❝❤ ❞✐❡ ■♥❡rt❣❛s❛t♠♦s♣❤är❡ ❣❡✇ä❤r❧❡✐st❡t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✐❡ ♦❜❡r❡♥ ✉♥❞
✉♥t❡r❡♥ ❆❜st❛♥❞s❤❛❧t❡r ✉♥❞ ❋ü❤r✉♥❣sstä❜❡✱ ❞✐❡ ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✷ ♥✐❝❤t s✐❝❤t❜❛r s✐♥❞✱
❣❛r❛♥t✐❡r❡♥ ❞❡♥ r✐❝❤t✐❣❡♥ ❆❜st❛♥❞ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❑ä✜❣r✐♥❣❡♥✳ ❉✐❡ ❇❡❧❛st✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❞❛s ♦❜❡r❡
●❡stä♥❣❡ ❞❡r ❚❡st♠❛s❝❤✐♥❡ ✇✐r❞ ü❜❡r ❞✐❡ ❇❡❧❛st✉♥❣s❦✉❣❡❧ ✉♥❞ ❞✐❡ ❉r✉❝❦♣❧❛tt❡ ❛✉❢ ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡
❑✉❣❡❧✲❩②❧✐♥❞❡r✲P❛❛r✉♥❣ ü❜❡rtr❛❣❡♥✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ ❣✐❜t ❡s P♦s✐t✐♦♥✐❡rst✐❢t❡ ♠✐t ❞❡r ❆✉❢❣❛❜❡ ❞❡r
❦♦rr❡❦t❡♥ ❆✉sr✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r Pr♦❜❡✳ ❇❡✐♠ ❊✐♥❜❛✉ ❞❡r Pr♦❜❡ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡s❡ ❙t✐❢t❡ ❞❛❜❡✐ ❛❧s ❆♥✲
s❝❤❧❛❣ ❣❡♥✉t③t✳ ❆✉❝❤ ❞✐❡ ❆❜♠❡ss✉♥❣❡♥ ❞❡r Pr♦❜❡ ✇❡✐❝❤❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ❉■◆✲❱♦r❣❛❜❡ ❛❜✳ ●r✉♥❞
❤✐❡r❢ür s✐♥❞ ❞✐❡ ❜❡❣r❡♥③t❡♥ ❆❜♠❡ss✉♥❣❡♥ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❉r❡✐③♦♥❡♥♦❢❡♥s✳ ❖❜❡r❡s ✉♥❞ ✉♥t❡r❡s
●❡stä♥❣❡ s✐♥❞ ❛✉s ❞❡♠ ❤✐t③❡❜❡stä♥❞✐❣❡♥ ❙t❛❤❧ ✶✳✹✽✹✶ ❣❡❢❡rt✐❣t✱ ❞❡ss❡♥ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣s❜❡r❡✐❝❤
✷✳✸ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ❱❡rs✉❝❤s❛✉❢❜❛✉t❡♥ ✶✺
❜✐s 1120 ◦C r❡✐❝❤t✳ ❆❧❧❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ s✐♥❞ ❛✉s ✾✾✱✼✪✲r❡✐♥❡♠ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞ ❤❡r❣❡✲
st❡❧❧t✱ ✇❡❧❝❤❡s ❡✐♥❡ ❤♦❤❡ ❙❝❤♠❡❧③t❡♠♣❡r❛t✉r ❜❡s✐t③t✳ ❆✉ß❡r❞❡♠ s♦❧❧ ❡✐♥ Pr♦❜❡✲❙t❛❤❧✲❑♦♥t❛❦t
✈❡r♠✐❡❞❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❑♦❤❧❡♥st♦✛❛✣♥✐tät ❞❡s ❙t❛❤❧s ❡✐♥ ❊♥t❦♦❤❧✉♥❣s♣r♦③❡ss
❛♥ ❞❡r ❑♦♥t❛❦tst❡❧❧❡ ❡✐♥s❡t③❡♥ ✇ür❞❡✳
a 
g 
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❆❜❜✳ ✷✳✷✿ ❆✉❢❜❛✉ ❞❡r ❈◆❇✲❱❡rs✉❝❤s❛♣♣❛r❛t✉r ✭❛ ✲❖❜❡r❡s ●❡stä♥❣❡✱ ❜ ✲❇❡❧❛st✉♥❣s❦✉❣❡❧✱ ❝ ✲❉r✉❝❦♣❧❛tt❡✱ ❞ ✲
❘♦❧❧❡✱ ❡ ✲ Pr♦❜❡✱ ❢ ✲❑✉❣❡❧✱ ❣ ✲❯♥t❡r❡s ●❡stä♥❣❡✱ ❤ ✲❯♥t❡r❡r ❑ä✜❣r✐♥❣✱ ✐ ✲ P♦s✐t✐♦♥✐❡rst✐❢t✱ ❦ ✲▼✐tt❧❡r❡r ❑ä✜❣✲
r✐♥❣✱ ❧ ✲●❡❤ä✉s❡✱ ♠ ✲❖❜❡r❡r ❑ä✜❣r✐♥❣✮
❉✐❡ ❈❤❡✈r♦♥✲❣❡❦❡r❜t❡ Pr♦❜❡ ✇✐r❞ ✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s❣❡st❡✉❡rt ❜✐s ③✉♠ Pr♦❜❡♥✈❡rs❛❣❡♥ ♠✐t ❞❡r
❦♦♥st❛♥t❡♥ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣sr❛t❡ u˙ = 0,01mm/min ❜❡❧❛st❡t✳ ❉✐❡ ❱❡rs✉❝❤s❛♣♣❛r❛t✉r ✐st ✐♥ ❡✐✲
♥❡r ❯♥✐✈❡rs❛❧♣rü❢♠❛s❝❤✐♥❡ ✭✐♥s♣❡❦t t❛❜❧❡ ✶✵✱ ❍❡❣❡✇❛❧❞ ✫ P❡s❝❤❦❡✱ ◆♦ss❡♥✱ ❉❡✉ts❝❤❧❛♥❞✮
❡✐♥❣❡❜❛✉t✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ▼❡ss✉♥❣ ❡✐♥❡r ❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡ ♠✐t ❡✐♥❡r 1 kN ❑r❛❢t♠❡ss③❡❧❧❡
❡r♠ö❣❧✐❝❤t✳ ❯♠ ❣ü❧t✐❣❡ ❚❡st❡r❣❡❜♥✐ss❡ ③✉ ❡r❤❛❧t❡♥✱ ✐st ❡✐♥❡ s❡❤r st❡✐❢❡ Prü❢♠❛s❝❤✐♥❡ ❡r❢♦r❞❡r✲
❧✐❝❤✳ ❉✐❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ✇❡r❞❡♥ ❜❡✐ ❘❛✉♠t❡♠♣❡r❛t✉r ✉♥❞ 800 ◦C ✉♥t❡r ❙❝❤✉t③❣❛s❛t♠♦s♣❤är❡
♠✐t ❆r❣♦♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✱ ✉♠ ❡✐♥ ❊♥t❦♦❤❧❡♥ ❞❡r Pr♦❜❡ ③✉ ✈❡r❤✐♥❞❡r♥✳ ❉❡r ❆r❣♦♥✲❙tr♦♠ ✇✐r❞
❞❛❜❡✐ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ③❡♥tr✐s❝❤❡ ❇♦❤r✉♥❣ ❞❡s ✉♥t❡r❡♥ ●❡stä♥❣❡s ❞❡r Prü❢♠❛s❝❤✐♥❡ ❡✐♥❣❡❧❡✐t❡t✳
❋ür ❞✐❡ ❍♦❝❤t❡♠♣❡r❛t✉r♣rü❢✉♥❣❡♥ ✇✐r❞ ❡✐♥ ❉r❡✐③♦♥❡♥♦❢❡♥ ✭❙❚❊✲✶✸✱ ❍❡❣❡✇❛❧❞ ✫ P❡s❝❤❦❡✮
❡✐♥❣❡s❡t③t✳
✷✳✸✳✸ ❍♦❝❤t❡♠♣❡r❛t✉r✲Prü❢stä♥❞❡
❋ür ❞✐❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ③✇❡✐ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❍♦❝❤t❡♠♣❡r❛t✉r✲Prü❢✲
stä♥❞❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ✇❡❧❝❤❡ s❝❤❡♠❛t✐s❝❤ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✸ ✉♥❞ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✹ ❞❛r❣❡st❡❧❧t s✐♥❞✳
Prü❢st❛♥❞ ♠✐t ❉r❡✐③♦♥❡♥♦❢❡♥
❆❧❧❡ ❈◆❇✲❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❇✸❇✲❱❡rs✉❝❤❡ ❜✐s 800 ◦C ✇❡r❞❡♥ ❛♥ ❡✐♥❡r ❯♥✐✈❡rs❛❧♣rü❢♠❛✲
s❝❤✐♥❡ ✐♥s♣❡❦t t❛❜❧❡ ✶✵ ✈♦♥ ❍❡❣❡✇❛❧❞ ✫ P❡s❝❤❦❡ ✐♥ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❉r❡✐③♦♥❡♥♦❢❡♥
❙❚❊✲✶✸✱ ✇❡❧❝❤❡r ❡❜❡♥❢❛❧❧s ✈♦♥ ❍❡❣❡✇❛❧❞ ✫ P❡s❝❤❦❡ ❣❡❧✐❡❢❡rt ✇✉r❞❡✱ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳ ❉✐❡s❡r ❱❡r✲
✶✻ ✷ ▼✐♥✐❛t✉r✐s✐❡rt❡ Prü❢♠❡t❤♦❞❡♥
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❆❜❜✳ ✷✳✸✿ ❍♦❝❤t❡♠♣❡r❛t✉r✲Prü❢st❛♥❞ ♠✐t ❉r❡✐③♦♥❡♥♦❢❡♥ ♥❛❝❤ ❙♦❧t②s✐❛❦ ❬✶✺✾❪ ✭✶ ✲❯♥✐✈❡rs❛❧♣rü❢♠❛s❝❤✐♥❡✱
✷ ✲❑r❛❢t♠❡ss③❡❧❧❡✱ ✸ ✲❖❜❡r❡s ●❡stä♥❣❡✱ ✹ ✲❱❡rs✉❝❤s❛♣♣❛r❛t✉r✱ ✺ ✲❉r❡✐③♦♥❡♥♦❢❡♥✱ ✻ ✲●❛s③✉❢✉❤r✱ ✼ ✲❯♥t❡r❡s
●❡stä♥❣❡✱ ✽ ✲❚❤❡r♠♦❡❧❡♠❡♥t✮
s✉❝❤sst❛♥❞ ✇✉r❞❡ ❜❡r❡✐ts ✈♦♥ ❙♦❧t②s✐❛❦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✻✷❪ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ✈♦♥ ❙P❚✲❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥
❛♥ ❦❡r❛♠✐s❝❤❡♥ ❲❡r❦st♦✛❡♥ ✉♥❞ ▼❡t❛❧❧❡♥ ❡✐♥❣❡s❡t③t✳ ❉✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉rr❡❣❡❧✉♥❣ ❞❡s ❖❢❡♥s
❡r❢♦❧❣t ü❜❡r ❞r❡✐ s❡♣❛r❛t❡ ❩♦♥❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❥❡✇❡✐❧s ♠✐t ③✇❡✐ ❍❡✐③❡❧❡♠❡♥t❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ❚❤❡r✲
♠♦❡❧❡♠❡♥t ❛✉s❣❡st❛tt❡t s✐♥❞✳ ❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡s ❚❤❡r♠♦❡❧❡♠❡♥t ✇✐r❞ ③✉r Ü❜❡r✇❛❝❤✉♥❣ ❞❡r Pr♦✲
❜❡♥t❡♠♣❡r❛t✉r ♥❛❤❡ ❞❡r Pr♦❜❡ ❛♥❣❡❜r❛❝❤t✳ ❉✐❡ ❑r❛❢t❡✐♥❧❡✐t✉♥❣ ❛✉❢ ❞✐❡ ❱❡rs✉❝❤s❛♣♣❛r❛t✉r
❡r❢♦❧❣t ü❜❡r ❞❛s ♦❜❡r❡ ●❡stä♥❣❡ ❞❡r Prü❢♠❛s❝❤✐♥❡✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❑r❛❢t ♠✐tt❡❧s ❑r❛❢t♠❡ss✲
③❡❧❧❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐r❡❦t ❛♠ ♦❜❡r❡♥ ●❡stä♥❣❡ ❛♥❣❡❜r❛❝❤t ✇✐r❞✱ ❣❡♠❡ss❡♥✳ ❊s st❡❤❡♥ ✶✵✵◆✲✱ ✺✵✵◆✲✱
✶ ❦◆✲ s♦✇✐❡ ✶✵ ❦◆✲❑r❛❢t♠❡ss③❡❧❧❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ▼❡ss❣❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❞❡r ❑❧❛ss❡ ✶ ♥❛❝❤ ❉■◆ ❊◆ ■❙❖
✼✺✵✵✲✶ ❬✹✽❪ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣✳ ❯♠ ❞❡♥ ③✉❧äss✐❣❡♥ ❇❡tr✐❡❜s❜❡r❡✐❝❤ ❞❡r ❑r❛❢t♠❡ss③❡❧❧❡♥ ♥✐❝❤t ③✉
ü❜❡rs❝❤r❡✐t❡♥✱ ✇✐r❞ ❞✐❡s❡ ❛❦t✐✈ ❣❡❦ü❤❧t✳ ❩✉sät③❧✐❝❤ ✐st ❞✐❡ ❩❡❧❧❡ ♠ö❣❧✐❝❤st ✇❡✐t ✈♦♠ ❖❢❡♥
❡♥t❢❡r♥t ♣♦s✐t✐♦♥✐❡rt ✉♥❞ ❡✐♥ ❍✐t③❡s❝❤✉t③❜❧❡❝❤ ❛♠ ♦❜❡r❡♥ ❖❢❡♥❛✉s❣❛♥❣ ❛♥❣❡❜r❛❝❤t✳ ❊s ✇❡r✲
❞❡♥ ❚r❛✈❡rs❡♥✇❡❣ ✉♥❞ ❛✉❢❣❡❜r❛❝❤t❡ ❑r❛❢t ❣❡♠❡ss❡♥✱ ✇♦❜❡✐ ❡✐♥ ③✉sät③❧✐❝❤❡r ❲❡❣❛✉❢♥❡❤♠❡r
③✉r ▼❡ss✉♥❣ ❞❡r Pr♦❜❡♥❞✉r❝❤❜✐❡❣✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡ ❱❡rs✉❝❤s❛♣♣❛r❛t✉r ✐♥t❡❣r✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❡r
❉r❡✐③♦♥❡♥♦❢❡♥ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t ❡✐♥❡ ❲❡r❦st♦✛♣rü❢✉♥❣ ❜✐s ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ 1000 ◦C✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❡✐♥ ③✇❡✐t❡r
Prü❢st❛♥❞ ♠✐t ❤ö❤❡r❡♥ Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ❜✐s 1500 ◦C ♥♦t✇❡♥❞✐❣ ✐st✳
Prü❢st❛♥❞ ♠✐t ❘♦❤r♦❢❡♥
❉❡r ❘♦❤r♦❢❡♥♣rü❢st❛♥❞ ✐st ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✹ s❝❤❡♠❛t✐s❝❤ ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✉♥❞ ✇✉r❞❡ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r
③✇❡✐t❡♥ Pr♦❥❡❦t❧❛✉❢♣❤❛s❡ ❞❡s ❙❋❇ ✾✷✵ ❡♥t✇♦r❢❡♥ ✉♥❞ ❛✉❢❣❡❜❛✉t✳
❑❡r♥ ❞❡s ❱❡rs✉❝❤sst❛♥❞❡s ✐st ❡✐♥ ❍♦❝❤t❡♠♣❡r❛t✉r ❘♦❤r♦❢❡♥ ❢ür ❱❡rt✐❦❛❧❜❡tr✐❡❜ ❜✐s 1700 ◦C
✈♦♥ ●❊❘❖ ✭❚②♣ ❍❚❘❱✱ ●❊❘❖✱ ◆❡✉❤❛✉s❡♥✮✳ ■♥ ❡✐♥❡♠ ●❡❤ä✉s❡ s✐♥❞ ❞❛❜❡✐ ■s♦❧❛t✐♦♥✱ ❞✐❡ ❤ä♥✲
❣❡♥❞❡♥ ▼♦❧②❜❞ä♥s✐❧✐③✐❞ ✭▼♦❙✐✷✮✲❍❡✐③❡❧❡♠❡♥t❡ ✉♥❞ ❚❤❡r♠♦❡❧❡♠❡♥t❡ ❚②♣ ❇ ❛♥❣❡♦r❞♥❡t✳ ❉❡r
❉✉r❝❤♠❡ss❡r ❞❡s ❘♦❤r❡s ❜❡trä❣t ✹✵♠♠ ü❜❡r ❡✐♥❡ ❜❡❤❡✐③t❡ ❍ö❤❡ ✈♦♥ ✶✵✵♠♠✳ ❉✐❡ ▲❡✐st✉♥❣
❞❡s ❖❢❡♥s ✐st ♠✐t ❡t✇❛ ✷ ❦❲ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉✐❡ ❘❡❣❡❧✉♥❣ ❞❡s ❖❢❡♥s ❡r❢♦❧❣t ü❜❡r ❡✐♥❡ ❘❡❣❡❧❡✐♥✲
❤❡✐t ❞❡s ❚②♣s ❘❊❚❚❍✲❊ ✷✸✵✴✸✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ③✇❡✐t❡♥ ●❡❤ä✉s❡ ❡✐♥❣❡❜❛✉t ✐st✳ ❉❛❜❡✐ s✐♥❞
✷✳✸ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ❱❡rs✉❝❤s❛✉❢❜❛✉t❡♥ ✶✼
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✭❛✮ ❲ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❱❡rs✉❝❤❡s
14
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✭❜✮ ❲ä❤r❡♥❞ ❞❡s Pr♦❜❡♥✇❡❝❤s❡❧s
❆❜❜✳ ✷✳✹✿ ❍♦❝❤t❡♠♣❡r❛t✉r✲Prü❢st❛♥❞ ♠✐t ❘♦❤r♦❢❡♥ ✭✶ ✲❆❧✉♠✐♥✐✉♠♣r♦✜❧r❛❤♠❡♥✱ ✷ ✲ ❇❡❧❛st✉♥❣s❡✐♥r✐❝❤t✉♥❣✱
✸ ✲❑r❛❢t♠❡ss❞♦s❡✱ ✹ ✲❍✐t③❡s❝❤✉t③❜❧❡❝❤❡✱ ✺ ✲ ❙t❡♠♣❡❧✱ ✻ ✲ ❘♦❤r♦❢❡♥✱ ✼ ✲❯♥t❡r❡s ●❡stä♥❣❡✱ ✽ ✲ ❋❧❛♥s❝❤✱ ✾ ✲
●❡❣❡♥❣❡✇✐❝❤t✱ ✶✵ ✲❯♠❧❡♥❦r♦❧❧❡✱ ✶✶ ✲❱❡rs✉❝❤s❛♣♣❛r❛t✉r✱ ✶✷ ✲ P❧❛tt❡✱ ✶✸ ✲ ▲✐♥❡❛r❢ü❤r✉♥❣✱ ✶✹ ✲●❛s③✉❢✉❤r✮
♥❡❜❡♥ ❞❡♠ ❊❯❘❖❚❍❊❘▼ ❘❡❣❧❡r ❢♦❧❣❡♥❞❡ ●❡rät❡ ✈❡r❜❛✉t✿ ❚❤②r✐st♦r✱ ◆✐❡❞❡rs♣❛♥♥✉♥❣s✲
tr❛♥s❢♦r♠❛t♦r✱ ❍❛✉♣ts❝❤❛❧t❡r✱ ❙✐❝❤❡r✉♥❣❡♥✱ ❱♦❧t♠❡t❡r ✉♥❞ ❆♠♣❡r❡♠❡t❡r✳ ❊✐♥❡ Ü❜❡rt❡♠♣❡✲
r❛t✉rs✐❝❤❡r✉♥❣ ❛❧s ❙❝❤✉t③❡✐♥r✐❝❤t✉♥❣ ✇✐r❞ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❡✐♥❡s ③✇❡✐t❡♥ ❚❤❡r♠♦❡❧❡♠❡♥ts r❡❛❧✐s✐❡rt✳
❆♠ ❘❡❣❡❧❣❡rät ✇✐r❞ ❞❛❜❡✐ ❞✐❡ ❣❡✇ü♥s❝❤t❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞❡s ❖❢❡♥s ✐♥❦❧✉s✐✈❡ ❍❡✐③r❛t❡ ❡✐♥✲
❣❡st❡❧❧t✳ Ü❜❡rs❝❤r❡✐t❡t ❞✐❡ ❣❡♠❡ss❡♥❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞✐❡ ❞❡✜♥✐❡rt❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞❡s
③✇❡✐t❡♥ ❚❤❡r♠♦❡❧❡♠❡♥ts✱ s❝❤❛❧t❡t s✐❝❤ ❞❡r ❖❢❡♥ ❛✉t♦♠❛t✐s❝❤ ❛❜✳
❉❡r ❘♦❤r♦❢❡♥ ✇✐r❞ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♣r♦✜❧r❛❤♠❡♥ ❣❡tr❛❣❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡r s✐❝❤ ❛♥ ❞❡♠
❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤sst❛♥❞ ✈♦♥ ❙❡❧❡♥t ❡t ❛❧✳ ❬✶✺✸❪ ♦r✐❡♥t✐❡rt✱ s✐❡❤❡ ❛✉❝❤ ❩✐❡❧❦❡ ❬✷✵✵❪✳ ❉❡r ❘❛❤✲
♠❡♥ st❡❤t ❛✉❢ ✈✐❡r ❋üß❡♥ ❛♥ ❞❡♥ ❧❛♥❣❡♥✱ ✈❡rt✐❦❛❧❡♥ ❙tr❡❜❡♥✳ ❉✐❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡♥ ❙tr❡❜❡♥ stüt③❡♥
s♦✇♦❤❧ ❞❡♥ ❖❢❡♥ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❇❡❧❛st✉♥❣s❡✐♥r✐❝❤t✉♥❣✳ ❲❡✐t❡r❡ ✈✐❡r ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❙tr❡❜❡♥ s✐♥❞
♠✐t ❞❡r ❲❛♥❞ ✈❡r❛♥❦❡rt✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s ❣❡✇ä❤❧t❡♥ ❆✉❢❜❛✉s ✐st ❡s ♠ö❣❧✐❝❤✱ ❞❡♥ Pr♦❜❡♥✇❡❝❤s❡❧
✉♥t❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❖❢❡♥s ❞✉r❝❤③✉❢ü❤r❡♥✳ ❉❛③✉ ✇❡r❞❡♥ ❞r❡✐ ❙❝❤r❛✉❜❡♥ ❣❡❧öst ✉♥❞ ❞❛s ❛✉❢ ❡✐♥❡♠
❋❧❛♥s❝❤ ❜❡❢❡st✐❣t❡ ✉♥t❡r❡ ●❡stä♥❣❡ ❦❛♥♥ ❛✉s ❞❡♠ ❖❢❡♥ ❣❡③♦❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ✈♦♥ ▲✐♥❡✲
❛r❢ü❤r✉♥❣❡♥ ❡r❢♦❧❣t ❞❛s ❆✉s③✐❡❤❡♥ ❞❡✜♥✐❡rt ✐♥ ✈❡rt✐❦❛❧❡r ❘✐❝❤t✉♥❣✱ ✇♦❜❡✐ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s ❯♠✲
❧❡♥❦r♦❧❧❡♥s②st❡♠s ♠✐t ●❡❣❡♥❣❡✇✐❝❤t❡♥ ❞❡r ♥♦t✇❡♥❞✐❣❡ ❑r❛❢t❡✐♥s❛t③ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐st✳ ❉❛❞✉r❝❤
❦❛♥♥ ✈❡r♠✐❡❞❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❡♠♣✜♥❞❧✐❝❤❡♥ ❑❡r❛♠✐❦t❡✐❧❡ ❜❡✐♠ ❆✉s③✐❡❤❡♥ ❛♥❡✐♥❛♥❞❡r
st♦ß❡♥ ❜③✇✳ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❡✐♥❡s ❑✐♣♣❡♥s ❤❡r✉♥t❡r❢❛❧❧❡♥✳ ❉❡r ❋❧❛♥s❝❤ ❛✉s ❞❡♠ ❤♦❝❤✇❛r♠❢❡st❡♥
✶✳✹✽✹✶✲❙t❛❤❧ ✈❡r❢ü❣t ü❜❡r ❡✐♥❡ ❇♦❤r✉♥❣✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❊✐♥❧❡✐t✉♥❣ ❞❡s ❆r❣♦♥str♦♠❡s ❡r❧❛✉❜t✳ ❆❧s
❙✐❝❤❡r❤❡✐ts♠❛ß♥❛❤♠❡ s✐♥❞ ✉♥t❡r ❞❡♠ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♣r♦✜❧r❛❤♠❡♥ ♠✐t ❙❛♥❞ ❣❡❢ü❧❧t❡ ❑äst❡♥ ♣♦s✐✲
✶✽ ✷ ▼✐♥✐❛t✉r✐s✐❡rt❡ Prü❢♠❡t❤♦❞❡♥
t✐♦♥✐❡rt✳ ❉✐❡s❡ s❝❤üt③❡♥ ❇♦❞❡♥ ✉♥❞ ◆✉t③❡r ✈♦r ✐♠ ❍❛✈❛r✐❡❢❛❧❧ ❡✈❡♥t✉❡❧❧ ❤❡r❛❜❢❛❧❧❡♥❞❡♥ ❤❡✐ß❡♥
❇❛✉t❡✐❧❡♥✳ ●❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ✐st ❞❛s ❆r❜❡✐t❡♥ ❛♠ ❱❡rs✉❝❤sst❛♥❞✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❜❡✐♠ Pr♦❜❡♥❡✐♥✲
♦❞❡r ✲❛✉s❜❛✉✱ ♥✉r ♠✐t ❤✐t③❡❜❡stä♥❞✐❣❡♥ ❙❝❤✉t③❤❛♥❞s❝❤✉❤❡♥ ❣❡st❛tt❡t✳
❉✐❡ ❇❡❧❛st✉♥❣s❡✐♥r✐❝❤t✉♥❣✱ s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✺ ✇✉r❞❡ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❡✐♥❡r ❉✐♣❧♦♠❛r❜❡✐t ❛♠
■♥st✐t✉t ❢ür ▼❡❝❤❛♥✐❦ ✉♥❞ ❋❧✉✐❞❞②♥❛♠✐❦ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t✱ s✐❡❤❡ ❲❛♥❣ ❬✶✽✹❪✳ ❆✉❢ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t
❛✉❢❜❛✉❡♥❞ ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ❛♥ ❞✐❡ ❆♥❢♦r❞❡r✉♥❣❡♥ ❞❡s ❘♦❤r♦❢❡♥s ❛♥❣❡♣❛sst ✉♥❞ ❞✐❡
❉❛t❡♥❡r❢❛ss✉♥❣✱ ❆♥st❡✉❡r✉♥❣ ❞❡s ❙❝❤r✐tt♠♦t♦rs s♦✇✐❡ ❞❡r Pr♦❣r❛♠♠❛❜❧❛✉❢ ③✉r ❙t❡✉❡r✉♥❣
❞❡r ❇❡❧❛st✉♥❣s❡✐♥r✐❝❤t✉♥❣ ü❜❡r❛r❜❡✐t❡t ✉♥❞ ③✉♠ ❚❡✐❧ ♥❡✉ ❦♦♥③✐♣✐❡rt✳ ❉✐❡ ❇❡❧❛st✉♥❣s❡✐♥r✐❝❤✲
t✉♥❣ ü❜❡rträ❣t ❞✐❡ ❑r❛❢t ❛✉❢ ❞❡♥ ❙t❡♠♣❡❧✱ ✇❡❧❝❤❡r ✈♦♥ ♦❜❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❘♦❤r♦❢❡♥ ❡✐♥❞r✐♥❣t✳
❉❛❜❡✐ s♦❧❧❡♥ ❍✐t③❡s❝❤✉t③❜❧❡❝❤❡ ❡✐♥ ③✉ st❛r❦❡s ❊r✇är♠❡♥ ❞❡r ❇❛✉t❡✐❧❡ ♦❜❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❖❢❡♥s
✈❡r❤✐♥❞❡r♥✳ ❉✐❡ ❍❛✉♣t❜❡st❛♥❞t❡✐❧❡ ❞❡r ❇❡❧❛st✉♥❣s❡✐♥r✐❝❤t✉♥❣ s✐♥❞✿
❼ ❙❝❤r✐tt♠♦t♦r✱
❼ ❑✉♣♣❧✉♥❣✱
❼ ❙♣✐♥❞❡❧✱
❼ ❩②❧✐♥❞❡r s♦✇✐❡
❼ ❑r❛❢t♠❡ss❞♦s❡✳
▼♦t♦r ✉♥❞ ▲✐♥❡❛r❢ü❤r✉♥❣ s✐♥❞ ♠✐t ❙❡✐t❡♥♣❧❛tt❡♥ ✈❡rs❝❤r❛✉❜t✱ ✉♠ ❞❡r❡♥ ▲❛❣❡ ③✉ ✜①✐❡r❡♥✳
◆❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❇❡st❛♥❞t❡✐❧❡ ❦✉r③ ❡r❧ä✉t❡rt✳
❉❡r ❙❝❤r✐tt♠♦t♦r ✐st ❞❡r ❙t❡❧❧❛♥tr✐❡❜ ❞❡s ❘❡❣❡❧❦r❡✐s❡s ✉♥❞ ✇✐r❞ ü❜❡r ❞❡♥ ❉✐❣✐t❛❧r❡❣❧❡r ❛♥✲
❣❡st❡✉❡rt✳ ❊s ✇✐r❞ ❞❛❜❡✐ ❡✐♥ ❞✐❣✐t❛❧❡s ❙✐❣♥❛❧ ✐♥ ❡✐♥❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❘♦t❛t✐♦♥s❜❡✇❡❣✉♥❣ ✉♠❣❡✲
✇❛♥❞❡❧t✳ ❉❡r ❙❝❤r✐tt✇✐♥❦❡❧ ❞❡s ❙❝❤r✐tt♠♦t♦rs ❜❡trä❣t ✶✱✽◦✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❆♥st❡✉❡r✉♥❣s❡❧❡❦tr♦♥✐❦
❙❝❤r✐tt✇❡✐t❡♥ ✈♦♥ ✶✴✶✻ ❡r❧❛✉❜t✳ ❉❛♠✐t ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❡r ❦❧❡✐♥st❡ ✈❡r❢ü❣❜❛r❡ ❙❝❤r✐tt✇✐♥❦❡❧ ♠✐t
0✱1125◦✳ ❉❡r ▼♦t♦r ✇✉r❞❡ ✈♦♥ ❳■◆❨❯ ❚❡❝❤ ❤❡r❣❡st❡❧❧t ✉♥❞ ❞✐❡ ❆♥st❡✉❡r✉♥❣ ❡r❢♦❧❣t ü❜❡r
❡✐♥ ❉❛t❡♥❡r❢❛ss✉♥❣s♠♦❞✉❧ ✈♦♥ ◆❛t✐♦♥❛❧ ■♥str✉♠❡♥t✳
❉✐❡ ❑✉♣♣❧✉♥❣ ü❜❡rträ❣t ❞✐❡ ❘♦t❛t✐♦♥ ❞❡r ▼♦t♦r✇❡❧❧❡ ❛✉❢ ❞✐❡ ❙♣✐♥❞❡❧✳ ❉❛s Ü❜❡rs❡t③✉♥❣s✲
✈❡r❤ä❧t♥✐s ❜❡trä❣t ❞❛❜❡✐ ✶✿✶✳
❉✐❡ ❙♣✐♥❞❡❧ ❞❡r ❋✐r♠❛ ❚❇■▼♦t✐♦♥ ✇✉r❞❡ ♥❛❝❤ ❡✐♥❡♠ ▼✐♥❞❡st❞r❡❤♠♦♠❡♥t ✉♥❞ ❡✐♥❡r ♠❛✲
①✐♠❛❧ ③✉❧äss✐❣❡♥ ❛①✐❛❧❡♥ ❇❡❧❛st✉♥❣ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✐❡rt ✉♥❞ ❤❛t ❡✐♥❡♥ ❑❡r♥❞✉r❝❤♠❡ss❡r ✈♦♥ ✽♠♠
s♦✇✐❡ ❡✐♥❡ ❙t❡✐❣✉♥❣ ✈♦♥ ✶♠♠ ❥❡ ❯♠❞r❡❤✉♥❣✳ ❉❛♠✐t ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❡r ❦❧❡✐♥st❡ ✈❡r❢ü❣❜❛r❡ ❱♦r✲
s❝❤✉❜ ✈♦♥ ✵✱✸✶✷✺µ♠✱ ✇♦❜❡✐ ❡✐♥❡ ▲✐♥❡❛r❢ü❤r✉♥❣ ❞✐❡ ❛①✐❛❧❡ ❆✉sr✐❝❤t✉♥❣ ❣❡✇ä❤r❧❡✐st❡t✳
❉❡r ❩②❧✐♥❞❡r ✐st ❞❛s ❇❛✉t❡✐❧✱ ✇❡❧❝❤❡s ❧❡t③t❧✐❝❤ ❞✐❡ ❞❡✜♥✐❡rt❡ ❇❡❧❛st✉♥❣s❜❡✇❡❣✉♥❣ ❛✉s❢ü❤rt✳
●❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ✐st ❛♥ ❡✐♥❡r ❙❡✐t❡ ❡✐♥❡ ❤❡r✈♦rst❡❤❡♥❞❡ ❇❧❡♥❞❡ ♠♦♥t✐❡rt✱ ✇❡❧❝❤❡ ▲✐❝❤ts❝❤r❛♥❦❡♥
❛✉s❧ös❡♥ ❦❛♥♥✱ ✉♠ ❞✐❡ ♦❜❡r❡ ✉♥❞ ✉♥t❡r❡ ❊♥❞♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❩②❧✐♥❞❡rs ③✉ ✜①✐❡r❡♥✳ ❊✐♥❡ ●❡✇✐♥✲
❞❡♠✉tt❡r ✇❛♥❞❡❧t ❞✐❡ ❉r❡❤❜❡✇❡❣✉♥❣ ❞❡r ❙♣✐♥❞❡❧ ✐♥ ❡✐♥❡ ❡✐♥❛❝❤s✐❣❡ tr❛♥s❧❛t♦r✐s❝❤❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣
❞❡s ❩②❧✐♥❞❡rs ✉♠✱ ✇♦♠✐t ❞❡r ❩②❧✐♥❞❡r ❞❡♠ ❙t❡❧❧❣❧✐❡❞ ✐♠ ❘❡❣❡❧❦r❡✐s ❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ❉✐❡ ❇❛✉❛rt
❞❡r ❙♣✐♥❞❡❧♠✉tt❡r ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡♠ ❡✐♥❡s ❑✉❣❡❧❣❡✇✐♥❞❡tr✐❡❜❡s✱ ❞✳ ❤✳ ❡s ❜❡✜♥❞❡♥ s✐❝❤ ❑✉❣❡❧♥
❛❧s ❲ä❧③❦ör♣❡r ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ▲❛✉✤ä❝❤❡♥ ❞❡r ❙♣✐♥❞❡❧ ✉♥❞ ❞❡r ▼✉tt❡r✳ ❉✐❡s ❤❛t ♣♦s✐t✐✈❡
❆✉s✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥✐❡r❣❡♥❛✉✐❣❦❡✐t s♦✇✐❡ ❞❡♥ ❲✐r❦✉♥❣s❣r❛❞ ❜❡✐ ❞❡r ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣
❡✐♥❡s ❉r❡❤♠♦♠❡♥ts ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❆①✐❛❧❦r❛❢t✱ s✐❡❤❡ ❋♦rst♠❛♥♥ ❬✺✽❪✳ ❉❡r ❩②❧✐♥❞❡r ✇✐r❞ ♠✐tt❡❧s
❋ü❤r✉♥❣s♣❧❛tt❡♥ ❧✐♥❡❛r ❣❡❢ü❤rt✳
❉✐❡ ❑r❛❢t♠❡ss❞♦s❡ ❑▼✷✻③ ✈♦♠ ▼❊ ▼❡ßs②st❡♠❡ ♠✐sst ❞✐❡ ❑r❛❢t ✉♥❞ ü❜❡r♥✐♠♠t ❣❧❡✐❝❤✲
③❡✐t✐❣ ❞✐❡ ❆✉❢❣❛❜❡ ❞❡s ❙❡♥s♦rs ✐♠ ❘❡❣❡❧❦r❡✐s✳ ❉❛s ❛♥❛❧♦❣❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ss✐❣♥❛❧ ✇✐r❞ ✈♦♥ ❞❡♠
✷✳✸ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ❱❡rs✉❝❤s❛✉❢❜❛✉t❡♥ ✶✾
Schrittmotor
Kupplung
Spindel
Gewindemutter 
Zylinder
Führungsplatte
Kraftmessdose
Seitenplatte
Linearführung 
Lichtschranke 
Blende
Stempel
❆❜❜✳ ✷✳✺✿ ❇❡❧❛st✉♥❣s❡✐♥r✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s ❍♦❝❤t❡♠♣❡r❛t✉r✲Prü❢st❛♥❞❡s ♠✐t ❘♦❤r♦❢❡♥
❉❛t❡♥❡r❢❛ss✉♥❣s♠♦❞✉❧ ❡r❢❛sst ✉♥❞ ❞✐❣✐t❛❧ ❛♥ ❞❡♥ ❉✐❣✐t❛❧r❡❣❧❡r ✇❡✐t❡r❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉✐❡ ❑r❛❢t♠❡ss✲
❞♦s❡ ❤❛t ❡✐♥❡ ◆❡♥♥❦r❛❢t ✈♦♥ ✺✵◆ ✉♥❞ ❡✐♥❡♥ ●❡❜r❛✉❝❤st❡♠♣❡r❛t✉r❜❡r❡✐❝❤ ❜✐s 85 ◦C✱ ✇❡s❤❛❧❜
❙❝❤✉t③♠❛ß♥❛❤♠❡♥ ü❜❡r ❍✐t③❡s❝❤✉t③❜❧❡❝❤❡ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❛❦t✐✈❡ ❑ü❤❧✉♥❣ ❢❡st❣❡❧❡❣t ✇✉r❞❡♥✳
❉❛s ❙t❡✉❡r✉♥❣s♣r♦❣r❛♠♠ ✇✉r❞❡ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡s Pr♦❣r❛♠♠✐❡rs②st❡♠s ▲❛❜❱■❊❲➤ r❡❛❧✐✲
s✐❡rt✳ ❉❛s Pr♦❣r❛♠♠ ✐st ❞❛❜❡✐ ✐♥ ♠❡❤r❡r❡ ▼♦❞✉❧❡ ✉♥t❡rt❡✐❧t✳ ◆❛❝❤ ❙t❛rt ❞❡s Pr♦❣r❛♠♠s
✇✐r❞ ❛✉t♦♠❛t✐s❝❤ ❞❛s ▼♦❞✉❧ ✏■♥✐t✐❛❧✐s✐❡r✉♥❣✏ ❣❡st❛rt❡t✱ ❜❡✐ ✇❡❧❝❤❡♠ ❞❡r ❩②❧✐♥❞❡r ✐♥ ❡✐♥❡
❙t❛rt♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛❧s♦ ❞✐❡ ♦❜❡r❡ ▲✐❝❤ts❝❤r❛♥❦❡♥♣♦s✐t✐♦♥✱ ❣❡❢❛❤r❡♥ ✇✐r❞✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ß❡♥❞ ❜✐❡t❡t ❞❛s
❙t❡✉❡r♣r♦❣r❛♠♠ ❞r❡✐ ❖♣t✐♦♥❡♥✳ ■♠ ▼♦❞✉❧ ✏❙❡t✲❯♣✏ ✇❡r❞❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡ P❛r❛♠❡t❡r ❞❡✜♥✐❡rt
✉♥❞ ❞❡r ❩②❧✐♥❞❡r ❦❛♥♥ ♠❛♥✉❡❧❧ ♣♦s✐t✐♦♥✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❖♣t✐♦♥❡♥ ❜✐❡t❡♥
❡✐♥❡♥ ❦r❛❢t✲ ❜③✇✳ ✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s❣❡st❡✉❡rt❡♥ ❱❡rs✉❝❤s❛❜❧❛✉❢✱ ✇♦❜❡✐ ✐♥ ❞❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❆r❜❡✐t
❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s❣❡st❡✉❡rt❡ ❱❡rs✉❝❤❡ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✳ ■♥ ❜❡✐❞❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ✇❡r❞❡♥
❞❛s ❑r❛❢ts✐❣♥❛❧ ❞❡r ❑r❛❢t♠❡ss❞♦s❡ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❞❡r ❙♣✐♥❞❡❧ ❛✉❢❣❡③❡✐❝❤♥❡t ✉♥❞
❣❡s♣❡✐❝❤❡rt✳
❩✉r ❙✐❝❤❡r❤❡✐t ❞❡r ❇❡❧❛st✉♥❣s❡✐♥r✐❝❤t✉♥❣ s♦✇✐❡ ❞❡s ❱❡rs✉❝❤sst❛♥❞❡s ❛❧s ❛✉❝❤ ③✉r ●❡✇ä❤r✲
❧❡✐st✉♥❣ ❡✐♥❡s ♦r❞♥✉♥❣s❣❡♠äß❡♥ ❱❡rs✉❝❤s❛❜❧❛✉❢s ✇❡r❞❡♥ ❙✐❝❤❡r❤❡✐ts✲ ✉♥❞ ❆❜❜r✉❝❤❦r✐t❡r✐❡♥
❞❡✜♥✐❡rt✳ ❉❡r ❩②❧✐♥❞❡r ❞❛r❢ s✐❝❤ ♥✉r ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❞✉r❝❤ ♦❜❡r❡ ✉♥❞ ✉♥t❡r❡ ▲✐❝❤ts❝❤r❛♥❦❡ ❜❡✲
❣r❡♥③t❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ❜❡✇❡❣❡♥✳ ❊rr❡✐❝❤t ❞❡r ❩②❧✐♥❞❡r ❡✐♥❡ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ●r❡♥③♣♦s✐t✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡
▲✐❝❤ts❝❤r❛♥❦❡ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❇❧❡♥❞❡ ✉♥t❡r❜r♦❝❤❡♥✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❣❡st♦♣♣t✱ ✉♠ ❞❡♥
③✉❧äss✐❣❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ♥✐❝❤t ③✉ ✈❡r❧❛ss❡♥✳ ❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡s ❙✐❝❤❡r❤❡✐ts❦r✐t❡r✐✉♠ ✐st ❞✐❡ ③✉❧äss✐❣❡ ♠❛✲
①✐♠❛❧❡ ❑r❛❢t✳ ❙♦❜❛❧❞ ❞❡r ■st✲❲❡rt ❞❡r ❑r❛❢t♠❡ss❞♦s❡ ❞✐❡s❡♥ ❲❡rt ❡rr❡✐❝❤t✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣
❛❜❣❡❜r♦❝❤❡♥✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ ❦❛♥♥ ❡✐♥ ●r❡♥③✇❡rt ❢ür ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❡✐♥❣❡st❡❧❧t ✇❡r✲
❞❡♥✳ ❲❡♥♥ ❞❡r ❆❜st❛♥❞ ③✇✐s❝❤❡♥ ❙t❛rt♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❩②❧✐♥❞❡rs ✉♥❞ ❛❦t✉❡❧❧❡r P♦s✐t✐♦♥ ❣röß❡r
✷✵ ✷ ▼✐♥✐❛t✉r✐s✐❡rt❡ Prü❢♠❡t❤♦❞❡♥
❛❧s ❞✐❡s❡r ●r❡♥③✇❡rt ✐st✱ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❞❡s ❩②❧✐♥❞❡rs ♥❛❝❤ ✉♥t❡♥ ✉♥t❡rs❛❣t✳ ❆❧s
❧❡t③t❡ ❙✐❝❤❡r❤❡✐ts♠❛ß♥❛❤♠❡ ✇✐r❞ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❆❜✇ärts❜❡✇❡❣✉♥❣✱ ❛❧s♦ ❡✐♥❡r ❉r✉❝❦❜❡❧❛st✉♥❣ ❞❡r
Pr♦❜❡✱ ❞✐❡ ♠❛♥✉❡❧❧❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❣❡st♦♣♣t✱ s♦❜❛❧❞ s✐❝❤ ❙t❡♠♣❡❧ ✉♥❞ Pr♦❜❡ ✐♥ ❑♦♥t❛❦t ❜❡✜♥❞❡♥✳
❉✐❡s ✇✐r❞ ü❜❡r ❡✐♥❡ ❢❡st❣❡❧❡❣t❡ ❑♦♥t❛❦t❦r❛❢t ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ✈♦♥ ✶✲✷◆ r❡❛❧✐s✐❡rt✳ ❊✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡
❇❡✇❡❣✉♥❣ ❜❡✐ ❊rr❡✐❝❤❡♥ ❞✐❡s❡s ❑r❛❢t❧✐♠✐ts✱ ✇❛s ü❜❡r ❡✐♥ ❆✉✢❡✉❝❤t❡♥ ❡✐♥❡r ▲❊❉ s✐❣♥❛❧✐s✐❡rt
✇✐r❞✱ ✐st ❞❛♥♥ ♥✉r ✐♠ Pr♦❣r❛♠♠❛❜❧❛✉❢✲▼♦❞✉s ❣❡st❛tt❡t✳
❉✐❡ ❆❜❜r✉❝❤❦r✐t❡r✐❡♥ ❞❡✜♥✐❡r❡♥ ❞❛s ❱❡rs✉❝❤s❡♥❞❡ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡s Pr♦❣r❛♠♠❛❜❧❛✉❢s✳ ❲ä❤✲
r❡♥❞ ❡✐♥❡s ❇✸❇✲❱❡rs✉❝❤❡s ✐st ❡✐♥ ❱❡rs❛❣❡♥ ❞❡r Pr♦❜❡ ♠❡✐st ❣❧❡✐❝❤❜❡❞❡✉t❡♥❞ ♠✐t ❡✐♥❡♠ s✐❣♥✐✲
✜❦❛♥t❡♥ ❑r❛❢t❛❜❢❛❧❧✳ ❉❡s❤❛❧❜ ✇✐r❞ ③✉❡rst ❡✐♥ ♠❛①✐♠❛❧❡r ❑r❛❢t❛❜❢❛❧❧ ❞❡✜♥✐❡rt✱ ❜❡✐ ✇❡❧❝❤❡♠
❡✐♥ ❱❡rs✉❝❤ ❛❧s ❜❡❡♥❞❡t ❣✐❧t ✉♥❞ ❞✐❡ ❩②❧✐♥❞❡r❜❡✇❡❣✉♥❣ st♦♣♣t✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③
③✇❡✐❡r ❛✉❢❡✐♥❛♥❞❡r ❢♦❧❣❡♥❞❡r ▼❡ss✇❡rt❡ ❛♥❛❧②s✐❡rt✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ ❦ö♥♥❡♥ ❛✉❝❤ ✐♥ ❞✐❡s❡♥ ▼♦❞✉✲
❧❡♥ ❡✐♥ ♠❛①✐♠❛❧❡r ❑r❛❢t✇❡rt ✉♥❞ ●r❡♥③✇❡rt ❢ür ❞✐❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❡✐♥❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡
❜❡✐♠ ❊rr❡✐❝❤❡♥ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❆❜❜r✉❝❤ ❞❡r ❩②❧✐♥❞❡r❜❡✇❡❣✉♥❣ ✉♥❞ ❡✐♥❡r ❇❡❡♥❞✐❣✉♥❣ ❞❡r ❉❛t❡♥✲
❛✉❢③❡✐❝❤♥✉♥❣ ❢ü❤rt✳
◆❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞ ✐st ❞✐❡ ◆✉t③❡rs❝❤♥✐ttst❡❧❧❡ ♠✐t ❡✐♥❣❡tr❛❣❡♥❡♥ ❊r❧ä✉t❡r✉♥❣❡♥ ❜❡✐s♣✐❡❧❤❛❢t ❢ür
❞❛s ▼♦❞✉❧ ✏❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s❣❡st❡✉❡rt❡r Pr♦❣r❛♠♠❛❜❧❛✉❢✏ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳
Aktueller Messwert Bewegung des Zylinders Sicherheitskriterium erreicht
St
eu
er
un
g 
Zy
lin
de
r
Kontakt?
Abbruchkriterien definieren
Versuchsparameter 
definieren
❆❜❜✳ ✷✳✻✿ ❇❡♥✉t③❡rs❝❤♥✐ttst❡❧❧❡ ❞❡s ▲❛❜❱■❊❲✲Pr♦❣r❛♠♠s
✷✶
✸ ❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛❡
❉❡r ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❆❜s❝❤♥✐tt ❜❡❢❛sst s✐❝❤ ♠✐t ❞❡♥ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡s ❙♦♥❞❡r❢♦rs❝❤✉♥❣s❜❡r❡✐❝❤❡s ✭❙❋❇✮
✾✷✵ ✉♥t❡rs✉❝❤t❡♥ ❦❡r❛♠✐s❝❤❡♥ ❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛❡♥✳ ❊s ❡r❢♦❧❣t ❡✐♥❡ ❯♥t❡rt❡✐❧✉♥❣ ✐♥ ❆❧✉♠✐♥✐✉✲
♠♦①✐❞ ✭❆❧✷❖✸✮ s♦✇✐❡ ❦♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❜✉♥❞❡♥❡s ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞ ✭❆❧✷❖✸✲❈✮✱ ✇❡❧❝❤❡ s✐❝❤ ✐♥ ❢♦❧✲
❣❡♥❞❡♥ ♠❛t❡r✐❛❧s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✿
❼ ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❩✉s❛♠♠❡♥s❡t③✉♥❣✱
❼ ❲är♠❡❜❡❤❛♥❞❧✉♥❣✱
❼ Pr♦❜❡♥♣rä♣❛r❛t✐♦♥ s♦✇✐❡
❼ ▼✐❦r♦str✉❦t✉r ✉♥❞ P♦r♦s✐tät✳
❋ür ❜❡✐❞❡ ❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛❡ ✇✐r❞ ❞❡r ❋✐❧t❡r ❞❛❜❡✐ ♠✐t ❞❡r ❡t❛❜❧✐❡rt❡♥ ❘❡♣❧✐❦❛✲❚❡❝❤♥✐❦ ♥❛❝❤
❙❝❤✇❛rt③✇❛❧❞❡r ❬✶✺✷❪ ♣rä♣❛r✐❡rt✳ ❆✉s❣❛♥❣s♣✉♥❦t ✐st ❞❛❜❡✐ ❡✐♥ P♦❧②✉r❡t❤❛♥✲❙❝❤❛✉♠✱ ✇❡❧✲
❝❤❡r ❞✐❡ s♣ät❡r❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✉♥❞ ❙tr✉❦t✉r ❞❡✜♥✐❡rt✳ ❉✐❡s❡s ❙❦❡❧❡tt ✇✐r❞ ❛♥s❝❤❧✐❡ß❡♥❞ ③✇❡✐♠❛❧
♠✐tt❡❧s ❑❡r❛♠✐❦s❝❤❧✐❝❦❡r ❜❡s❝❤✐❝❤t❡t ✉♥❞ ✇är♠❡❜❡❤❛♥❞❡❧t✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ P♦❧②♠❡rstr✉❦t✉r ❛✉s✲
❜r❡♥♥t ✉♥❞ ❞❡r ❦❡r❛♠✐s❝❤❡ ❋✐❧t❡r ③✉rü❝❦❜❧❡✐❜t✳
✸✳✶ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞
❊✐♥❡s ❞❡r ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡s ❙❋❇ ✾✷✵ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡♥ ❋✐❧t❡r♠❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ✐st ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞✱ ✇❡❧✲
❝❤❡s ③✉r ❋✐❧tr❛t✐♦♥ ✈♦♥ ❣❡s❝❤♠♦❧③❡♥❡♠ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇✐r❞✳ ❉❛rü❜❡r ❤✐♥❛✉s ✇✐r❞
❆❧✷❖✸ ❛❧s ❇❡s❝❤✐❝❤t✉♥❣s✇❡r❦st♦✛ ❢ür r❡❛❦t✐✈❡ ❇❡s❝❤✐❝❤t✉♥❣❡♥ ❞❡r ❦♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❜✉♥❞❡♥❡♥
❋✐❧t❡rs②st❡♠❡ ❡✐♥❣❡s❡t③t✳
✸✳✶✳✶ ❈❤❡♠✐s❝❤❡ ❩✉s❛♠♠❡♥s❡t③✉♥❣
❉❡r ✐♥ ❞❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❆r❜❡✐t ❜❡tr❛❝❤t❡t❡ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞✲❙❝❤❧✐❝❦❡r ❜❡st❡❤t ❛✉s ❞r❡✐ ✈❡r✲
s❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ♣✉❧✈❡r❢ör♠✐❣❡♥ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞❛rt❡♥ ✈♦♥ ❆❧♠❛t✐s✿ t❛❢❡❧❢ör♠✐❣❡s ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞
❚✻✵✴✻✹ ✭❚❛❜✉❧❛rt♦♥❡r❞❡✱ ✵✲✹✺µ♠✮✱ ❦❛❧③✐♥✐❡rt❡s ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞ ❈❚ ✾ ❋● ✭d50 ≤ ✺✱✵µ♠✮
✉♥❞ r❡❛❦t✐✈❡s ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞ ❈❚ ✸✵✵✵ ❙● ✭d50 ≤ ✵✱✺µ♠✮✳ ❆❧❧❡ ❞r❡✐ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞❛rt❡♥
❜❡s✐t③❡♥ ❞❛❜❡✐ ❡✐♥❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ P❛rt✐❦❡❧❣röß❡♥✈❡rt❡✐❧✉♥❣✳ ❩✉sät③❧✐❝❤ ✇❡r❞❡♥ ❞❡✐♦♥✐s✐❡rt❡s
❲❛ss❡r ✉♥❞ ❱❡r❛r❜❡✐t✉♥❣s❛❞❞✐t✐✈❡ ❜❡✐ ❞❡r ❙❝❤❧✐❝❦❡r❤❡rst❡❧❧✉♥❣ ✈❡r♠✐s❝❤t✳ ❉✐❡ ❆❞❞✐t✐✈❡ s✐♥❞
♥♦t✇❡♥❞✐❣✱ ❞❛♠✐t ❞❡r ❙❝❤❧✐❝❦❡r s✐❝❤ ❜❡ss❡r ✈❡r❛r❜❡✐t❡♥ ❧ässt ✉♥❞ ❞✐❡ ❣❡✇ü♥s❝❤t❡ ❑♦♥s✐st❡♥③✱
❱✐s❦♦s✐tät s♦✇✐❡ ❉✐s♣❡rs✐♦♥s❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❛✉❢✇❡✐st✳ ❉❡t❛✐❧s ❞❡s ▼✐s❝❤✈♦r❣❛♥❣s ✇❡r❞❡♥ ✈♦♥
❱♦✐❣t ❡t ❛❧✳ ❬✶✽✶❪ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❉✐❡ ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❩✉s❛♠♠❡♥s❡t③✉♥❣ ❞❡s ❙❝❤❧✐❝❦❡rs
✐♥❦❧✉s✐✈❡ ❘♦❤st♦✛❡♥ ✉♥❞ ❆❞❞✐t✐✈❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ●❡s❛♠t❢❡stst♦✛❣❡❤❛❧t ✈♦♥ ✽✺✱✺♠✪ ✐st ✐♥ ❚❛✲
❜❡❧❧❡ ✸✳✶ ③✉ ✜♥❞❡♥✳
✷✷ ✸ ❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛❡
❚❛❜✳ ✸✳✶✿ ❩✉s❛♠♠❡♥s❡t③✉♥❣ ❞❡s ❆❧✷❖✸✲❙❝❤❧✐❝❦❡rs
❘♦❤st♦✛ ▼❛ss❡♥❛♥t❡✐❧ ✐♥ ✪
❆❧✷❖✸ ❈❚ ✾ ❋● ❚❛❜✉❧❛rt♦♥❡r❞❡ ✸✸✱✸
❆❧✷❖✸ ❈❚ ✸✵✵✵ ❙● ❦❛❧③✐♥✐❡rt❡s ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞ ✸✸✱✸
❆❧✷❖✸ ❚✻✵✴❚✻✹ r❡❛❦t✐✈❡s ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞ ✸✸✱✸
❆❞❞✐t✐✈❡❛
❆①✐❧❛t ❘❍ ✺✵ ▼❉ ❱❡r❞✐❝❦✉♥❣s♠✐tt❡❧ ✵✱✵
❉♦❧❛♣✐① ❈❊ ✻✹ ❇✐♥❞❡♠✐tt❡❧ ✵✱✻
❖♣t❛♣✐① ❆❈ ✶✼✵ ❉✐s♣❡r❣✐❡r♠✐tt❡❧ ✶✱✵
PP●✹✵✵ ❇❡♥❡t③✉♥❣s♠✐tt❡❧ ✵✱✵
❛ ❜❡③♦❣❡♥ ❛✉❢ ❋❡stst♦✛❣❡❤❛❧t
✸✳✶✳✷ ❲är♠❡❜❡❤❛♥❞❧✉♥❣
❉❛s ❚❡♠♣❡r❛t✉rr❡❣✐♠❡ ❢ür ❞❛s ❙✐♥t❡r♥ ❞❡r Pr♦❜❡♥ ✉♥❞ ❆❧✷❖✸✲❋✐❧t❡r ✐st ✈♦♥ ❱♦✐❣t ❡t ❛❧✳
❬✶✽✷❪ ❞❡✜♥✐❡rt ✉♥❞ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✶ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳
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❆❜❜✳ ✸✳✶✿ ❲är♠❡❜❡❤❛♥❞❧✉♥❣sr❡❣✐♠❡ ❢ür ❆❧✷❖✸ ♥❛❝❤ ❱♦✐❣t ❡t ❛❧✳ ❬✶✽✶❪
❩✉ ❇❡❣✐♥♥ ❜❡trä❣t ❞✐❡ ❍❡✐③r❛t❡ ✶❑✴♠✐♥ ❜✐s ❡✐♥❡ ❩✇✐s❝❤❡♥t❡♠♣❡r❛t✉r ✈♦♥ ✻✵✵ ◦❈ ❡rr❡✐❝❤t
✇✐r❞✳ ◆❛❝❤ ❡✐♥❡r ❍❛❧t❡③❡✐t ✈♦♥ ✻✵♠✐♥ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❍❡✐③r❛t❡ ✈♦♥ ✷❑✴♠✐♥ ❡✐♥❣❡st❡❧❧t✱ ❜✐s ❞✐❡
✜♥❛❧❡ ❙✐♥t❡rt❡♠♣❡r❛t✉r ✈♦♥ ✶✻✵✵ ◦❈ ❡rr❡✐❝❤t ✇✐r❞✳ ❆✉❝❤ ❞✐❡s❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✇✐r❞ ❢ür ✻✵♠✐♥
❦♦♥st❛♥t ❣❡❤❛❧t❡♥✳ ❉❡r ❙✐♥t❡r♣r♦③❡ss❡s ❢ü❤rt ③✉r ❱❡r❢❡st✐❣✉♥❣ ✉♥❞ ❱❡r❞✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s ❆❧✷❖✸✲
P✉❧✈❡rs✱ ✇❛s ♠✐t ❡✐♥❡r ❙❝❤✇✐♥❞✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s ❡✐♥❤❡r❣❡❤t✳ ❉❡r ❙✐♥t❡r♣r♦③❡ss ❧ässt s✐❝❤
❛❧s ❋❡st♣❤❛s❡♥s✐♥t❡r✉♥❣ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✱ ❞✉r❝❤ ❉✐✛✉s✐♦♥s✈♦r❣ä♥❣❡ ❜✐❧❞❡♥ s✐❝❤ ❙✐♥t❡r❤ä❧s❡ ❛♥
s✐❝❤ ❜❡rü❤r❡♥❞❡♥ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞✲P❛rt✐❦❡❧♥✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❘♦❤st♦✛❡ ♠✐t ✈❡r✲
s❝❤✐❡❞❡♥❡♥ P❛rt✐❦❡❧❣röß❡♥✈❡rt❡✐❧✉♥❣❡♥ st❡❧❧❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❣❡✇ü♥s❝❤t❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❡✐♥✳ ❉❛s
❢❡✐♥❦ör♥✐❣❡ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞ ❈❚ ✸✵✵✵ ❙● ❡r❤ö❤t ❞✐❡ ❋❡st✐❣❦❡✐t✱ ❞❛ ❡s ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❤♦❤❡♥
s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❡✐♥❡ ❤♦❤❡ ❙✐♥t❡r❛❦t✐✈✐tät ❛✉❢✇❡✐st✳ ❉❡r ●r♦❜♣❛rt✐❦❡❧❡✐♥s❛t③ ♠✐tt❡❧s
✸✳✶ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞ ✷✸
❚❛❜✉❧❛rt♦♥❡r❞❡ r❡❞✉③✐❡rt ❞✐❡ ❙❝❤✇✐♥❞✉♥❣ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❙✐♥t❡r♣r♦③❡ss❡s ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❡✐♥❤❡r❣❡✲
❤❡♥❞❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ✐♠ ❋✐❧t❡r ♦❞❡r Pr♦❜❡♥❦ör♣❡r✳ ●❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ st❡✐❣t ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❣❡r✐♥❣❡r❡♥
s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❞✐❡ ❑♦rr♦s✐♦♥s✲ ✉♥❞ ❑r✐❡❝❤❜❡stä♥❞✐❣❦❡✐t✳ ◆❛❝❤ ❞❡♠ ❙✐♥t❡r♣r♦③❡ss
❧✐❡❣t ❞❛s ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞ ✐♥ ❞❡r α✲▼♦❞✐✜❦❛t✐♦♥✱ ❛❧s♦ ❡✐♥❡r tr✐❣♦♥❛❧✲r❤♦♠❜♦❡❞r✐s❝❤❡♥ ❑r✐s✲
t❛❧❧str✉❦t✉r✱ ✈♦r✳
✸✳✶✳✸ Pr♦❜❡♥♣rä♣❛r❛t✐♦♥
❉❡r ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞✲❙❝❤❧✐❝❦❡r ✇✐r❞ ❢ür ❞✐❡ Pr♦❜❡♥❤❡rst❡❧❧✉♥❣ ❥❡ ♥❛❝❤ Prü❢♠❡t❤♦❞❡ ✐♥ ③②❧✐♥✲
❞r✐s❝❤❡ Pr♦❜❡♥ ♦❞❡r q✉❛❞❡r❢ör♠✐❣❡ ❇❧ö❝❦❡ ✭✷✺ × ✷✺ × ✶✺✵♠♠✸✮ ❣❡❣♦ss❡♥✳ ◆❛❝❤ ❞❡r ❚r♦❝❦✲
♥✉♥❣ ✇✐r❞ ❞❡r ●rü♥❦ör♣❡r ❛✉s ❞❡r ❋♦r♠ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✉♥❞ ✇är♠❡❜❡❤❛♥❞❡❧t✳ ❉❛ s✐❝❤ ❞❛s
▼❛t❡r✐❛❧ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❤♦❤❡ ❍ärt❡ ✉♥❞ ❋❡st✐❣❦❡✐t ❛✉s③❡✐❝❤♥❡t✱ ✐st ❡s ✐♠ ❣❡s✐♥t❡rt❡♥ ❩✉st❛♥❞
♥✉r s❝❤✇❡r ③✉ ❜❡❛r❜❡✐t❡♥ ♦❞❡r ③✉ s❝❤❧❡✐❢❡♥✳ ●❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ✐st ❞✐❡ ❋❡st✐❣❦❡✐t ❞❡s ●rü♥❦ör♣❡rs ③✉
❣❡r✐♥❣ ❢ür ❡✐♥❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❇❡❛r❜❡✐t✉♥❣✳ ❉❡s❤❛❧❜ ✐st ❡✐♥❡ ❩✇✐s❝❤❡♥s✐♥t❡r✉♥❣ ❛✉❢ ✶✷✵✵ ◦❈ ♥♦t✲
✇❡♥❞✐❣✳ ◆❛❝❤ ❞✐❡s❡r ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❣❡❢♦r♠t❡♥ ❑ör♣❡r ❜❡❛r❜❡✐t❡t✳ ❋ür ❞✐❡ ❇✸❇✲Pr♦❜❡♥ ✇❡r❞❡♥
❞✐❡ ③②❧✐♥❞r✐s❝❤❡♥ ●✉ss❦ör♣❡r ❛✉❢ ❞❡♥ ❊♥❞❞✉r❝❤♠❡ss❡r ✈♦♥ d = ✽✱✵♠♠ ③✉③ü❣❧✐❝❤ ❙❝❤✇✐♥✲
❞✉♥❣s③✉❣❛❜❡ ❣❡❞r❡❤t✳ ❋ür ❞✐❡ ❈◆❇✲Pr♦❜❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ q✉❛❞❡r❢ör♠✐❣❡♥ ❆✉s❣❛♥❣s❦ör♣❡r ❣❡✲
tr❡♥♥t ✉♥❞ ♠✐tt❡❧s ❙❝❤❧❡✐❢❜❛♥❞ ✭❑ör♥✉♥❣ P✶✵✵✱ ✶✻✷µ♠✮ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❛✉❢ Pr♦❜❡♥❡♥❞♠❛ß ♣❧✉s
❙❝❤✇✐♥❞✉♥❣s③✉❣❛❜❡ ❣❡❜r❛❝❤t✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ß❡♥❞ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❈❤❡✈r♦♥✲❑❡r❜❡♥ ♠✐tt❡❧s Prä③✐s✐♦♥s✲
❉✐❛♠❛♥t❞r❛❤tsä❣❡ ✭❲❡❧❧✱ ▼❛♥♥❤❡✐♠✱ ❉❡✉ts❝❤❧❛♥❞✮ ❡✐♥❣❡❜r❛❝❤t✳ ❉✐❡ ❙❝❤✇✐♥❞✉♥❣s③✉❣❛❜❡ ✐st
♥♦t✇❡♥❞✐❣✱ ✇❡✐❧ ❜❡✐♠ s✐❝❤ ❛♥s❝❤❧✐❡ß❡♥❞❡♥ ③✇❡✐t❡♥ ❊♥❞✲❙✐♥t❡r♣r♦③❡ss ❜✐s ✶✻✵✵ ◦❈ ❡✐♥❡ ❱♦❧✉✲
♠❡♥s❝❤✇✐♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ❡t✇❛ ✻✪ ❛✉❢tr✐tt✳ ❊s ✐st ❞❛r❛✉❢ ③✉ ❛❝❤t❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ Pr♦❜❡♥ ✐❤r❡ ❣❡♦♠❡✲
tr✐s❝❤❡ ❋♦r♠ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ P❛r❛❧❧❡❧✐tät ✉♥❞ ❊❜❡♥❤❡✐t ❞❡r ❙❡✐t❡♥✢ä❝❤❡♥ ❜❡✐❜❡❤❛❧t❡♥✳ ❉❡s❤❛❧❜
✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ Pr♦❜❡♥ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❲är♠❡❜❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ✐♥ ❡✐♥❡ ❙❝❤ütt✉♥❣ ❛✉s ❚❛❜✉❧❛rt♦♥❡r❞❡
❡✐♥❣❡❜❡tt❡t ✉♥❞ ❜❡❞❡❝❦t✱ ✉♠ ❤♦❤❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❣r❛❞✐❡♥t❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ③✉♠ ❱❡r③✉❣ ❞❡r Pr♦❜❡
❢ü❤r❡♥✱ ③✉ ✈❡r♠❡✐❞❡♥✳
❋ür ❞✐❡ ❇✸❇✲Pr♦❜❡♥ ✐st ❡✐♥ ✇❡✐t❡r❡r ❇❡❛r❜❡✐t✉♥❣ss❝❤r✐tt ♥❛❝❤ ❞❡r ❊♥❞s✐♥t❡r✉♥❣ ♥♦t✇❡♥✲
❞✐❣✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❣❡s✐♥t❡rt❡♥ ③②❧✐♥❞r✐s❝❤❡♥ ❙tä❜❡ ♠✐tt❡❧s ❆❈❈❯❚❖▼ ✺✵✲
❚r❡♥♥♠❛s❝❤✐♥❡ ✭❙tr✉❡rs✱ ❲✐❧❧✐❝❤✱ ❉❡✉ts❝❤❧❛♥❞✮ ✉♥❞ ❡✐♥❡r ♠❡t❛❧❧❣❡❜✉♥❞❡♥❡♥ ❉✐❛♠❛♥ttr❡♥♥✲
s❝❤❡✐❜❡ ✭❙tr✉❡rs✱ ▼✵❉✶✵✮ ❛✉❢ ❞✐❡ ✜♥❛❧❡ ❉✐❝❦❡ ✈♦♥ t = ✵✱✺♠♠ ❣❡tr❡♥♥t✳ ❉✐❡s❡r ❙❝❤r✐tt ✐st
❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❤♦❤❡♥ ❆♥❢♦r❞❡r✉♥❣ ❛♥ ❞✐❡ ▼❛ß❤❛❧t✐❣❦❡✐t ❞❡r ❉✐❝❦❡ ❞❡r ❇✸❇✲Pr♦❜❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡♠
❙✐♥t❡r♥ ❡✐♥❣❡❣❧✐❡❞❡rt✳ ◆✉r s♦ ❦❛♥♥ ❡✐♥❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✈♦♥ ±✶✵µ♠ ❣❡✇ä❤r❧❡✐st❡t
✇❡r❞❡♥✳ ❋ür ❞✐❡ ❈◆❇✲Pr♦❜❡♥ ✐st ❦❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ❇❡❛r❜❡✐t✉♥❣ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❙✐♥t❡r♥ ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤✳
✸✳✶✳✹ ▼✐❦r♦str✉❦t✉r ✉♥❞ P♦r♦s✐tät
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✷ ③❡✐❣t ❞✐❡ ❆✉❢♥❛❤♠❡ ❞❡r ▼✐❦r♦str✉❦t✉r✱ ✇❡❧❝❤❡ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❡✐♥❡s ❘❛st❡r❡❧❡❦tr♦✲
♥❡♥♠✐❦r♦s❦♦♣s ✭❘❊▼✮ P❤✐❧✐♣s ❳▲ ✸✵ ✭P❤✐❧❧✐♣s✱ ❉❡✉ts❝❤❧❛♥❞✮ ❛✉❢❣❡③❡✐❝❤♥❡t ✇✉r❞❡✳
❉❛s ❢❡✐♥❦ör♥✐❣❡ ●❡❢ü❣❡ ③❡✐❝❤♥❡t s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ✈✐❡❧❡ ❦❧❡✐♥❡ ✉♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥ ✈❡rt❡✐❧t❡ P♦r❡♥ ❛✉s✳
■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✷✭❜✮ s✐♥❞ ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥✱ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡rs✐♥t❡rt❡♥ ❆❧✷❖✸✲P❛rt✐❦❡❧ ♠✐t ❞❡♥
✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ P❛rt✐❦❡❧❞✉r❝❤♠❡ss❡r♥ ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✳
❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❞r❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞q✉❡❧❧❡♥ ♠✐t ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ P❛rt✐❦❡❧❣röß❡♥✲
✈❡rt❡✐❧✉♥❣❡♥ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ●❡s❛♠t♣♦r♦s✐tät ✈♦♥ ❡t✇❛ ✶✵✪ ❡rr❡✐❝❤t✳ ❉✐❡ P♦r♦s✐tät ✇✐r❞ ♠✐tt❡❧s
◗✉❡❝❦s✐❧❜❡r❞r✉❝❦♣♦r♦s✐♠❡t❡r P❆❙❈❆▲ ✶✹✵ ✉♥❞ P❆❙❈❆▲ ✹✹✵ ✭❚❤❡r♠♦ ❋✐s❤❡r ❙❝✐❡♥t✐✜❝✱
❲❛❧t❤❛♠✱ ▼❆✱ ❯❙❆✮ s♦✇✐❡ ❞❡r ❆✉s✇❡rt❡s♦❢t✇❛r❡ ❙❖▲✐❉❚▼ ❜❡st✐♠♠t✳ ❉❛♠✐t ✇✐r❞ ❞❡r ❑❛✲
♣✐❧❧❛r❞✉r❝❤♠❡ss❡r ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡s ä✉ß❡r❡♥ ❉r✉❝❦❡s ❣❡♠❡ss❡♥✱ ❢♦❧❣❧✐❝❤ ✇✐r❞ ♥✉r ❞✐❡ ♦❢✲
❢❡♥❡ P♦r♦s✐tät ❡r♠✐tt❡❧t✳ ❉❡r ▼❡❞✐❛♥✲P♦r❡♥❞✉r❝❤♠❡ss❡r ❜❡trä❣t ✸✽✻ ♥♠✱ ❞❛s ▼❛①✐♠✉♠ ❞❡r
✷✹ ✸ ❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛❡
✭❛✮ ◗✉❡rs❝❤♥✐tt ❞❡s ❋✐❧t❡rst❡❣s ✭❜✮ ✶✵✵✵✲❢❛❝❤❡ ❱❡r❣röß❡r✉♥❣
❆❜❜✳ ✸✳✷✿ ❘❊▼✲▼✐❦r♦str✉❦t✉r❛✉❢♥❛❤♠❡ ❡✐♥❡s ❆❧✷❖✸✲❋✐❧t❡rst❡❣❡s
✉♥✐♠♦❞❛❧❡♥ P♦r❡♥❣röß❡♥✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❧✐❡❣t ❜❡✐ ✸✾✾ ♥♠✳ ❉✐❡ ❤♦❤❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r P♦r❡♥ s♦r❣t ❢ür ❡✐✲
♥❡ ❤♦❤❡ ❚❤❡r♠♦s❝❤♦❝❦❜❡stä♥❞✐❣❦❡✐t✱ ✇❛s ❡✐♥❡ ✇✐❝❤t✐❣❡ ❆♥❢♦r❞❡r✉♥❣ ❜❡✐♠ ❊✐♥s❛t③ ✇ä❤r❡♥❞
❞❡r ▼❡t❛❧❧s❝❤♠❡❧③❡✜❧tr❛t✐♦♥ ✐st✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ P❛rt✐❦❡❧❣röß❡♥✈❡rt❡✐❧✉♥❣❡♥ ❞❡r
❘♦❤st♦✛❡ s✐♥❞ ▼✐❦r♦r✐ss❡ ✈♦r❤❛♥❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❛s ❚❤❡r♠♦s❝❤♦❝❦✈❡r❤❛❧t❡♥ ✈❡r❜❡ss❡rt✳ ❉✐❡s
③❡✐❣t ❞❡r ❡rst❡ ❚❤❡r♠♦s❝❤♦❝❦♣❛r❛♠❡t❡r ♥❛❝❤ ❙❛❧♠❛♥❣ ✉✳ ❙❝❤♦❧③❡ ❬✶✹✻❪ ❜③✇✳ ❍❛ss❡❧✲
♠❛♥ ❬✻✾❪✱ ✇❡❧❝❤❡r ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❩✉❣❢❡st✐❣❦❡✐t σZ✱ ❞❡r ◗✉❡r❦♦♥tr❛❦t✐♦♥s③❛❤❧ ν✱ ❞❡s
t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ αth ✉♥❞ ❞❡s ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧s E ❞❡✜♥✐❡rt ✐st✿
R1 =
σZ(1− ν)
αthE
✭✸✳✶✮
❉✐❡ ▼✐❦r♦r✐ss❡ r❡❞✉③✐❡r❡♥ ❞❡♥ ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧✱ ✇♦❤✐♥❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ❩✉❣❢❡st✐❣❦❡✐t ♥✐❝❤t ❛❜✲
♥✐♠♠t✱ ✇♦❞✉r❝❤ s✐❝❤ s❝❤❧✐❡ß❧✐❝❤ ❞❡r ❲✐❞❡rst❛♥❞ ❣❡❣❡♥ ❚❤❡r♠♦s❝❤♦❝❦ ❡r❤ö❤t✳ ■♥❍❛ss❡❧♠❛♥
❬✻✾❪ ✐st ❡✐♥❡ Ü❜❡rs✐❝❤t ü❜❡r ✇❡✐t❡r❡ ❚❤❡r♠♦s❝❤♦❝❦♣❛r❛♠❡t❡r ③✉ ✜♥❞❡♥✳
✸✳✷ ❑♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❜✉♥❞❡♥❡s ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞ ✷✺
✸✳✷ ❑♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❜✉♥❞❡♥❡s ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞
❑♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❜✉♥❞❡♥❡ ❋✐❧t❡r ✇❡r❞❡♥ ❛✉❢❣r✉♥❞ ✐❤r❡r ❤♦❤❡♥ ❚❤❡r♠♦s❝❤♦❝❦❜❡stä♥❞✐❣❦❡✐t ❢ür
❞✐❡ ❙t❛❤❧s❝❤♠❡❧③❡✜❧tr❛t✐♦♥ ❡✐♥❣❡s❡t③t✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ③✇✐s❝❤❡♥ ✉♥❜❡s❝❤✐❝❤t❡t❡♥ ✉♥❞ ❜❡s❝❤✐❝❤t❡✲
t❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❡♥✳ ❉✐❡ ❋❡st✐❣❦❡✐tsst❡✐❣❡r✉♥❣ ❞❡s ❋✐❧t❡rs ♠✐t ❡✐♥❡r ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞✲
❇❡s❝❤✐❝❤t✉♥❣ ✇✐r❞ ✈♦♥ ❊♠♠❡❧ ✉✳ ❆♥❡③✐r✐s ❬✺✸❪ ✉♥t❡rs✉❝❤t✳ ❊♠♠❡❧ ❬✺✶❪ s♦✇✐❡ ❙❝❤♠✐❞t
❡t ❛❧✳ ❬✶✹✾❪ ③❡✐❣❡♥ ❞✐❡ s✐❣♥✐✜❦❛♥t❡ r❡❛❦t✐✈❡ ❋✐❧t❡r✇✐r❦✉♥❣ s♦❧❝❤❡r ❙②st❡♠❡ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❡♥❞♦✲
❣❡♥❡r ✉♥❞ ❡①♦❣❡♥❡r ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞✲❊✐♥s❝❤❧üss❡✳ ❍❡♥s❝❤❡❧ ✉✳ ❑rü❣❡r ❬✼✵❪ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡♥
❞✐❡ s✐❝❤ ❡r❣❡❜❡♥❞❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡s ❙t❛❤❧s ♥❛❝❤ ❞❡r ❋✐❧tr❛t✐♦♥ ③✇✐s❝❤❡♥
❜❡s❝❤✐❝❤t❡t❡♥ ✉♥❞ ✉♥❜❡s❝❤✐❝❤t❡t❡♥ ❋✐❧t❡rs②st❡♠❡♥✳
✸✳✷✳✶ ❈❤❡♠✐s❝❤❡ ❩✉s❛♠♠❡♥s❡t③✉♥❣
❇❡✐ ❞❡♠ ✐♥ ❞❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❆r❜❡✐t ✉♥t❡rs✉❝❤t❡♥ ❋✐❧t❡r♠❛t❡r✐❛❧ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❡✐♥ ❦♦❤✲
❧❡♥st♦✛❣❡❜✉♥❞❡♥❡s ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞ ✭❆❧✷❖✸✲❈✮ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❢❡✐♥❦ör♥✐❣❡♥ ●❡❢ü❣❡✱ ✇❡❧❝❤❡s ✐♠
❘❛❤♠❡♥ ❞❡s ❙❋❇ ✾✷✵ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t ✇✉r❞❡✳ ❉✐❡ ❡①❛❦t❡ ▼❛t❡r✐❛❧③✉s❛♠♠❡♥s❡t③✉♥❣ ❞❡s ❙❝❤❧✐❝❦❡rs
✐st ✐♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✸✳✷ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳
❚❛❜✳ ✸✳✷✿ ❩✉s❛♠♠❡♥s❡t③✉♥❣ ❞❡s ❆❧✷❖✸✲❈✲❙❝❤❧✐❝❦❡rs
❘♦❤st♦✛ ▼❛ss❡♥❛♥t❡✐❧ ✐♥ ✪
▼❛rt♦①✐❞ ▼❘ ✼✵ ✾✾✱✽♠✪ ❆❧✷❖✸ ✻✻✱✵
❈❛❜♦r❡s➤ P ♠♦❞✐✜③✐❡rt❡s ❙t❡✐♥❦♦❤❧❡♥t❡❡r♣❡❝❤ ✷✵✱✵
❆❋ ✾✻✴✾✼ ♥❛tür❧✐❝❤❡s ●r❛✜t ✼✱✼
▲✉✈♦♠❛①① ◆✲✾✾✶ ❘✉ß ✻✱✸
❆❞❞✐t✐✈❡❛
❈❛st❛♠❡♥t ❱P ✾✺ ▲ ❉✐s♣❡r❣✐❡r♠✐tt❡❧ ✵✱✸
❈♦♥tr❛s♣✉♠ ❑ ✶✵✶✷ ❊♥ts❝❤ä✉♠❡r ✵✱✶
❈✶✷❈ ❆♠♠♦♥✐✉♠❧✐❣♥✐♥s✉❧❢♦♥❛t ✶✱✺
❛ ❜❡③♦❣❡♥ ❛✉❢ ❋❡stst♦✛❣❡❤❛❧t
❊s ✇✐r❞ ✾✾✱✽♠✪✲r❡✐♥❡s ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞ ❛❧s ❦❡r❛♠✐s❝❤❡r ❘♦❤st♦✛ ✭▼❛rt♦①✐❞ ▼❘ ✼✵✱ ▼❛r✲
t✐♥s✇❡r❦✱ ❉❡✉ts❝❤❧❛♥❞✮ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❆♥t❡✐❧ ❛♥ α✲❆❧✷❖✸ ✈♦♥ ü❜❡r ✾✺✪ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❆❧s ❑♦❤❧❡♥✲
st♦✛q✉❡❧❧❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♥❛tür❧✐❝❤❡s ●r❛✜t ✭❆❋ ✾✻✴✾✼✱ ●r❛♣❤✐t ❑r♦♣❢♠ü❤❧✱ ❉❡✉ts❝❤❧❛♥❞✮✱ ❘✉ß
✭▲✉✈♦♠❛①① ◆✲✾✾✶✱ ▲❡❤♠❛♥♥ ✫ ❱♦ß ✫ ❈♦✳✱ ❉❡✉ts❝❤❧❛♥❞✮ ✉♥❞ ♠♦❞✐✜③✐❡rt❡s ❙t❡✐♥❦♦❤❧❡♥t❡❡r✲
♣❡❝❤ ✭❈❛❜♦r❡s➤ P✱ ❘üt❣❡rs✱ ❉❡✉ts❝❤❧❛♥❞✮ ❡✐♥❣❡s❡t③t✱ ✇♦❜❡✐ ❧❡t③t❡r❡s ❛❧s ❇✐♥❞❡r ③✇✐s❝❤❡♥
❞❡♥ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞✲P❛rt✐❦❡❧♥ ❢✉♥❣✐❡rt✳ ❉❡r ❱♦rt❡✐❧ ✈♦♥ ❈❛❜♦r❡s➤ P ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❦♦♥✲
✈❡♥t✐♦♥❡❧❧❡♥ P❡❝❤❡♥ ✐st ❞❡ss❡♥ ❣❡r✐♥❣❡r❡r ❆♥t❡✐❧ ❛♥ ❦❛r③✐♥♦❣❡♥❡r ❆r♦♠❛t❡ ✇✐❡ ❇❡♥③♦❬❛❪♣②r❡♥
✭✶✷✺ ♣♣♠✮✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ P②r♦❧②s❡♣r♦❞✉❦t❡♥ ❛✉s ♦r❣❛♥✐s❝❤❡♠ ▼❛t❡r✐❛❧ ❞✉r❝❤
❞✐❡ ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡♥ ❘❡❣❡❧♥ ❢ür ●❡❢❛❤r❡♥st♦✛❡ ❬✷✸❪ ❦❧❛r ❞❡✜♥✐❡rt ✇✐r❞✳ ◆❛❝❤ ❞❡♠ ❱❡r❦♦❦❡♥ ❡♥t✲
❤ä❧t ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧ ❡✐♥❡♥ ●❡s❛♠tr❡st❦♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❤❛❧t ✈♦♥ ✸✵♠✪✳ ❉❛s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ❧ässt
s✐❝❤ ❜❡✐ ❘❛✉♠t❡♠♣❡r❛t✉r ❛❧s ❧✐♥❡❛r✲❡❧❛st✐s❝❤ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r❡♥✳ ❉✐❡s ❣❡❤t ♠✐t ❡✐♥❡♠ ♣❧öt③❧✐❝❤
❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ s♣rö❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✈❡rs❛❣❡♥ ❡✐♥❤❡r✳ ❙♦❧❛r❡❦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✺✽❪ ③❡✐❣❡♥✱ ❞❛ss ❛❜ ❚❡♠♣❡✲
r❛t✉r❡♥ ❣röß❡r ❛❧s ✶✸✵✵ ◦❈ ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❛❧s ❧✐♥❡❛r✲❡❧❛st✐s❝❤ ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥
✷✻ ✸ ❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛❡
✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥ ✉♥❞ ♣❧❛st✐s❝❤❡ ❉❡❤♥✉♥❣❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥✳ ❉❛♠✐t ä♥❞❡rt s✐❝❤ ❞❡r ❱❡rs❛❣❡♥s♠❡❝❤❛✲
♥✐s♠✉s ✈♦♥ s♣rö❞ ③✉ ❞✉❦t✐❧✳
❉❡r ❋❡stst♦✛❣❡❤❛❧t ❞❡s ❙❝❤❧✐❝❦❡rs ✈❛r✐✐❡rt ❥❡ ♥❛❝❤ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣✳ ❇❡✐ ❞❡r ❍❡rst❡❧❧✉♥❣ ❡✐♥❡s
❋✐❧t❡rs ♥❛❝❤ ❊♠♠❡❧ ✉✳ ❆♥❡③✐r✐s ❬✺✷❪ ✇✐r❞ ❡✐♥ ■♠♣rä❣♥✐❡rs❝❤❧✐❝❦❡r ♠✐t ✽✷♠✪ ❋❡stst♦✛❣❡✲
❤❛❧t s♦✇✐❡ ❡✐♥ ❙♣rü❤s❝❤❧✐❝❦❡r ♠✐t ✼✵♠✪ ❋❡stst♦✛❣❡❤❛❧t ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❙♦❧t②s✐❛❦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✻✶❪
✈❡r✇❡♥❞❡♥ ❡✐♥❡♥ ●✐❡ßs❝❤❧✐❝❦❡r ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❋❡stst♦✛❣❡❤❛❧t ✈♦♥ ✻✵♠✪✱ ✇❡❧❝❤❡r ✐♥ ❡✐♥❡ ●✐♣s❢♦r♠
❣❡❣♦ss❡♥ ✇✐r❞✳
❋ür ❞✐❡ ❙❝❤❧✐❝❦❡r❤❡rst❡❧❧✉♥❣ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ♣✉❧✈❡r❢ör♠✐❣❡♥ ❘♦❤st♦✛❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❇❡❤ä❧t❡r ♠✐t
❆❧✷❖✸✲▼❛❤❧❦✉❣❡❧♥ ③✉s❛♠♠❡♥ ♠✐t ❞❡♥ ✐♥ ❞❡✐♦♥✐s✐❡rt❡♠ ❲❛ss❡r ❞✐s♣❡r❣✐❡rt❡♥ ✢üss✐❣❡♥ ❆❞✲
❞✐t✐✈❡♥ ✈❡r♠✐s❝❤t✳ ❉✐❡ P❛rt✐❦❡❧❣röß❡ ❞❡s ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞s ✐st ❞❛❜❡✐ ♠✐t d90 ≤ ✸✱✵µ♠ ✉♥❞
d50 ≤ ✵✱✽µ♠✱ ❞✐❡ ❞❡s ♠♦❞✐✜③✐❡rt❡♥ ❙t❡✐♥❦♦❤❧❡♥t❡❡r♣❡❝❤s ❈❛❜♦r❡s➤ P ♠✐t d90 ≤ ✷✵✵µ♠
✉♥❞ d50 ≤ ✽✵µ♠ ❣❡❣❡❜❡♥✳ ●r❛✜t ❤❛t ❧❛✉t ❍❡rst❡❧❧❡r❛♥❣❛❜❡♥ ❡✐♥❡ P❛rt✐❦❡❧❣röß❡♥✈❡rt❡✐❧✉♥❣
✈♦♥ d90 ≤ ✸✵µ♠ ✉♥❞ d50 ≤ ✶✶µ♠✱ ❘✉ß ✇✐r❞ ♠✐t ❡✐♥❡r Pr✐♠är♣❛rt✐❦❡❧❣röß❡ ✈♦♥ ✷✵✵−✺✵✵ ♥♠
❛♥❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉❡r ❙❝❤❧✐❝❦❡r ✇✐r❞ ❢ür ✶✷ ❤ ❣❡♠✐s❝❤t✱ ❡♥t❧ü❢t❡t ✉♥❞ ✐♥ ❞✐❡ ❋♦r♠ ❣❡❣♦ss❡♥✳ ◆❛❝❤
✶✷ ❤ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ●rü♥❦ör♣❡r ❡♥t❢♦r♠t ✉♥❞ ✷✹ ❤ ❜❡✐ ❘❛✉♠t❡♠♣❡r❛t✉r ❣❡tr♦❝❦♥❡t✳ ❊s ❢♦❧❣t ❡✐♥
✇❡✐t❡r❡r ❚r♦❝❦♥✉♥❣ss❝❤r✐tt ✐♠ ❚r♦❝❦❡♥s❝❤r❛♥❦✱ ✐♥ ✇❡❧❝❤❡♠ ❡✐♥ ❆✉❢❤❡✐③❡♥ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ✈♦♥ ✷✹ ❤
❛✉❢ ✶✷✵ ◦❈ ✉♥❞ ❛♥s❝❤❧✐❡ß❡♥❞❡♠ ❍❛❧t❡♥ ❞✐❡s❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❢ür ✹ ❤ st❛tt✜♥❞❡t✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ß❡♥❞
✇✐r❞ ❞❡r ❙❝❤❧✐❝❦❡r ♥❛❝❤ ❡✐♥❡♠ ❢❡st❣❡❧❡❣t❡♥ ❱❡r❦♦❦✉♥❣sr❡❣✐♠❡ ✇är♠❡❜❡❤❛♥❞❡❧t✳
❋ür ❞❛s ❦♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❜✉♥❞❡♥❡ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞ ✇✐r❞ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡ ◆♦♠❡♥❦❧❛t✉r ❞❡✜♥✐❡rt✿
❆✲✸✸❈✲✽✵✵◦❈✲❘❚
Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r ✭❘❚✱ ✽✵✵ ◦❈✱ ✶✷✵✵ ◦❈✱ ✶✺✵✵ ◦❈✮
❱❡r❦♦❦✉♥❣st❡♠♣❡r❛t✉r ✭✽✵✵ ◦❈✱ ✶✹✵✵ ◦❈✮
❑♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❤❛❧t ✐♥ ♠✪ ✭✸✸✱ ✺✵✱ ✻✼✮
❑❡r❛♠✐❦❛rt✱ ❆ ✳✳✳ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞
✸✳✷✳✷ ❲är♠❡❜❡❤❛♥❞❧✉♥❣
❉✐❡ Pr♦❜❡❦ör♣❡r ✇❡r❞❡♥ ✐♠ ❑♦❦s❜❡tt ✉♥t❡r r❡❞✉③✐❡r❡♥❞❡♥ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❜❡✐ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥
❜✐s ✽✵✵ ◦❈ ♦❞❡r ✶✹✵✵ ◦❈ ✈❡r❦♦❦t✳ ❉❛s ❱❡r❦♦❦✉♥❣sr❡❣✐♠❡ ✇✉r❞❡ ✐♥ ❊♠♠❡❧ ✉✳ ❆♥❡③✐r✐s ❬✺✷❪
❞❡✜♥✐❡rt ✉♥❞ ✐st ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✸ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❋ür ❞✐❡ ❡rst❡ ❱❛r✐❛♥t❡ ❜❡trä❣t ❞✐❡ ❍❡✐③r❛t❡
✶❑✴♠✐♥✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ s❝❤r✐tt✇❡✐s❡✱ ❜❡❣✐♥♥❡♥❞ ❛❜ ✶✵✵ ◦❈✱ ❛❧❧❡ ✶✵✵❑ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❢ür ✸✵♠✐♥
❦♦♥st❛♥t ❣❡❤❛❧t❡♥✳ ❇❡✐ ❊rr❡✐❝❤❡♥ ❞❡r ❱❡r❦♦❦✉♥❣s❡♥❞t❡♠♣❡r❛t✉r ✈♦♥ ✽✵✵ ◦❈ ✐st ❡✐♥❡ ❍❛❧t❡③❡✐t
✈♦♥ ✶✽✵♠✐♥ ❢❡st❣❡❧❡❣t✳ ❉✐❡ ③✇❡✐t❡ ❱❛r✐❛♥t❡ ③❡✐❝❤♥❡t s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❍❡✐③r❛t❡ ✈♦♥ ✶❑✴♠✐♥
❜✐s ✸✵✵ ◦❈ ❛✉s✳ ◆❛❝❤ ❡✐♥❡r ❍❛❧t❡③❡✐t ✈♦♥ ✻✵♠✐♥ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❍❡✐③r❛t❡ ❛✉❢ ✸❑✴♠✐♥ ❡r❤ö❤t✱ ❜✐s
❞✐❡ ❊♥❞t❡♠♣❡r❛t✉r ✈♦♥ ✶✹✵✵ ◦❈ ❡rr❡✐❝❤t ✐st✳ ◆✉♥ s❝❤❧✐❡ßt s✐❝❤ ❡✐♥❡ ❍❛❧t❡③❡✐t ✈♦♥ ✸✵✵♠✐♥ ❛♥✳
❇❡✐ ❡✐♥❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✈♦♥ ❡t✇❛ ✷✸✺ ◦❈ ❜❡❣✐♥♥t ❈❛❜♦r❡s➤ P ③✉ s❝❤♠❡❧③❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ♥✐❝❤t❛✲
r♦♠❛t✐s❝❤❡♥ ❑♦❤❧❡♥✇❛ss❡rst♦✛❡ ✇❡r❞❡♥ ❛✉❢❣❡❜r♦❝❤❡♥✳ ▼✐t st❡✐❣❡♥❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❦♦♠♠t ❡s
③✉r ❇✐❧❞✉♥❣ ❡✐♥❡r ✢üss✐❣✲❢❡st❡♥ ▼❡s♦♣❤❛s❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❜❡✐ ❡t✇❛ ✺✵✵ ◦❈ ❜✐s ✺✺✵ ◦❈ ❡rst❛rrt ✉♥❞
❞✐❡ ❙tr✉❦t✉r ❞❡s s♣ät❡r❡♥ ❘❡st❦♦❤❧❡♥st♦✛s ❜❡st✐♠♠t✱ s✐❡❤❡ ❊♠♠❡❧ ✉✳ ❆♥❡③✐r✐s ❬✺✷❪ ♦❞❡r
❘❛♥❞ ✉✳ ▼❝❊♥❛♥❡② ❬✶✸✹❪✳ ❉❛s ♠♦❞✐✜③✐❡rt❡ ❙t❡✐♥❦♦❤❧❡♥t❡❡r♣❡❝❤ ❛❣✐❡rt ❞❛❤❡r ♥❡❜❡♥ s❡✐♥❡r
❋✉♥❦t✐♦♥ ❛❧s ❑♦❤❧❡♥st♦✛q✉❡❧❧❡ ❛✉❝❤ ❛❧s ❇✐♥❞❡♣❤❛s❡ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❱❡r❦♦❦❡♥s✳ ❉✐❡ ❦❡r❛♠✐s❝❤❡
❇✐♥❞✉♥❣ ✇✐r❞ ❛❧s♦ ü❜❡r ❡✐♥❡ ❑♦❤❧❡♥st♦✛❜✐♥❞✉♥❣ ❣❡✇ä❤r❧❡✐st❡t✱ ❡s ✇✐r❞ ❦❡✐♥❡ ❇✐♥❞✉♥❣ ü❜❡r
❡✐♥❡♥ ❙✐♥t❡r♣r♦③❡ss ❛♥❛❧♦❣ ③✉ ❆❜s❝❤♥✐tt ✸✳✶ ❡rr❡✐❝❤t✳ ❉✐❡s ✐st ♠ö❣❧✐❝❤✱ ✇❡✐❧ P❡❝❤❡ ❡✐♥❡ ❣✉t❡
❆♥❜✐♥❞✉♥❣ s♦✇♦❤❧ ❛♥ ❖①✐❞❡ ❛❧s ❛✉❝❤ ●r❛✜t❡ ❡r♠ö❣❧✐❝❤❡♥✳ ❉✐❡ s✐❝❤ ❛✉s❜✐❧❞❡♥❡♥❞❡ ❙tr✉❦✲
✸✳✷ ❑♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❜✉♥❞❡♥❡s ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞ ✷✼
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❆❜❜✳ ✸✳✸✿ ❲är♠❡❜❡❤❛♥❞❧✉♥❣sr❡❣✐♠❡ ❢ür ❆❧✷❖✸✲❈ ♥❛❝❤ ❊♠♠❡❧ ✉✳ ❆♥❡③✐r✐s ❬✺✷❪
t✉r ✇✉r❞❡ ✈♦♥ ❉♦♣✐t❛ ❡t ❛❧✳ ❬✺✵❪ ♠✐tt❡❧s ❘ö♥t❣❡♥❞✐✛r❛❦t♦♠❡tr✐❡ ❛♥❛❧②s✐❡rt ✉♥❞ ❦❛♥♥ ❛❧s
t✉r❜♦str❛t✐s❝❤✱ ❛❧s♦ ❡✐♥❡r ❆♥♦r❞♥✉♥❣ ❣❡❣❡♥❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❞r❡❤t❡r ✉♥❞ ✈❡rs❝❤♦❜❡♥❡r ●r❛♣❤❡♥✲
❊❜❡♥❡♥✱ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ♥✐❡❞r✐❣❡♥ ❱❡r❦♦❦✉♥❣st❡♠♣❡r❛t✉r ✈♦♥ ✽✵✵ ◦❈ ❜❡✐
❱❡r❦♦❦✉♥❣sr❡❣✐♠❡ ✶ ❧✐❡❣t ❞❡r ❑♦❤❧❡♥st♦✛ ♥❛❝❤ ❆❜s❝❤❧✉ss ❞❡r P②r♦❧②s❡ ✐♥ ❛♠♦r♣❤❡♥ ❙tr✉❦t✉✲
r❡♥ ✈♦r✱ ❛❧s♦ ♦❤♥❡ ❋❡r♥♦r❞♥✉♥❣ ✉♥❞ s♦✇♦❤❧ ♠✐t s♣✷✲ ❛❧s ❛✉❝❤ s♣✸✲❤②❜r✐❞✐s✐❡rt❡♥ ❑♦❤❧❡♥st♦✛❛✲
t♦♠❡♥✳ ▼✐t st❡✐❣❡♥❞❡r ❱❡r❦♦❦✉♥❣st❡♠♣❡r❛t✉r ❡r❤ö❤t s✐❝❤ ❞❡r ❆♥t❡✐❧ ❞❡s ❦r✐st❛❧❧✐♥❡♥ ❑♦❤❧❡♥✲
st♦✛s✱ ❡s ❡r❢♦❧❣t ❡✐♥❡ ●r❛✜t✐s✐❡r✉♥❣✳ ❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss s✐❝❤ ③✉♥❡❤♠❡♥❞ s♣✷✲❑♦❤❧❡♥st♦✛❛t♦♠❡
❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❛♥♦r❞♥❡♥ ✉♥❞ ●r❛♣❤❡♥✲❊❜❡♥❡♥ ❜✐❧❞❡♥✳ ●❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ r✐❝❤t❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡s❡ ●r❛♣❤❡♥✲
❊❜❡♥❡♥ ❜❡ss❡r ❛✉s ✉♥❞ ❞❡r t✉r❜♦str❛t✐s❝❤❡ ❈❤❛r❛❦t❡r ♥✐♠♠t ❛❜✳ ●r❛♣❤❡♥✲❊❜❡♥❡♥ ③❡✐❝❤♥❡♥
s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞r❡✐ ❦♦✈❛❧❡♥t❡ ❇✐♥❞✉♥❣❡♥ ❥❡❞❡s ❑♦❤❧❡♥st♦✛❛t♦♠s ♠✐t ❡✐♥❡r ❇✐♥❞✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡ ✈♦♥
✹✱✸ ❡❱ ❛✉s✳ ❩✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❊❜❡♥❡♥ ❜✐❧❞❡♥ s✐❝❤ s❝❤✇ä❝❤❡r❡ pi✲❇✐♥❞✉♥❣❡♥ ♠✐t ✵✱✵✼ ❡❱✳ ❆✉❢❣r✉♥❞
❞❡ss❡♥ ✇❡✐st r❡✐♥❡r ●r❛✜t ❡✐♥❡ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❡ ✐♥ ❞❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❛✉❢✳ ❏❡♥✲
❦✐♥s ✉✳ ❑❛✇❛♠✉r❛ ❬✼✽❪✱ ▼❛rs❤ ✉✳ ❈r❛✇❢♦r❞ ❬✶✵✶❪ s♦✇✐❡ ❍❛♠♣❡❧ ❬✻✺❪ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥
❞✐❡ ❙tr✉❦t✉rä♥❞❡r✉♥❣ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ●r❛✜t✐s✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❑♦❤❧❡♥st♦✛ ♠✐t st❡✐❣❡♥❞❡r ❚❡♠♣❡✲
r❛t✉r✳ ❊t✇❛ ✽✵✪ ❞❡s ▼❛ss❡♥❛♥t❡✐❧s ❞❡r ❈❛❜♦r❡s➤ P ✈❡r❜❧❡✐❜t ✐♠ ▼❛t❡r✐❛❧✱ ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡♥
✷✵✪ s✐♥❞ ✢ü❝❤t✐❣❡ ♦r❣❛♥✐s❝❤❡ ❇❡st❛♥❞t❡✐❧❡✳ ❉✉r❝❤ ❩✉❣❛❜❡ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❑♦❤❧❡♥st♦✛✲
q✉❡❧❧❡♥ ❡r❤ö❤t s✐❝❤ ❞❡r ❘❡st❦♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❤❛❧t ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❱❡r❦♦❦❡♥✱ ❞❛ ❞✐❡s❡ ❦❡✐♥❡ ✢ü❝❤t✐❣❡♥
❇❡st❛♥❞t❡✐❧❡ ❡♥t❤❛❧t❡♥✳ ❆✉ß❡r❞❡♠ ✇✐r❞ ❞❛♠✐t ❡✐♥❡ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡ P❛rt✐❦❡❧❣röß❡♥✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡s
●❡s❛♠t❦♦❤❧❡♥st♦✛s ❜❡r❡✐t❣❡st❡❧❧t✳
✸✳✷✳✸ Pr♦❜❡♥♣rä♣❛r❛t✐♦♥
❉✐❡ Pr♦❜❡♥♣rä♣❛r❛t✐♦♥ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡t s✐❝❤ ❥❡ ♥❛❝❤ ❛♥❣❡✇❛♥❞t❡r Prü❢♠❡t❤♦❞❡✳ ❋ür ❞✐❡ ❇✸❇✲
❱❡rs✉❝❤❡ ✇✐r❞ ❡✐♥ ❙❝❤❧✐❝❦❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ✇❡❧❝❤❡r ✐❞❡♥t✐s❝❤ ♠✐t ❞❡♠ ✐♥ ❞❡r ❋✐❧t❡r❤❡rst❡❧❧✉♥❣
❣❡♥✉t③t❡♥ ❙♣rü❤s❝❤❧✐❝❦❡r ✐st✱ ❛❧s♦ ❡✐♥❡♥ ❋❡stst♦✛❣❡❤❛❧t ✈♦♥ ✼✵♠✪ ❛✉❢✇❡✐st✳ ❉❡r ❙❝❤❧✐❝❦❡r
✇✐r❞ ✐♥ ❡✐♥❡ ❚❡✢♦♥❢♦r♠ ♠✐t ❡♥❞♠❛ß♥❛❤❡♥ ❱❡rt✐❡❢✉♥❣❡♥ ❣❡❣♦ss❡♥ ✉♥❞ ❛♥s❝❤❧✐❡ß❡♥❞ ❣❡tr♦❝❦♥❡t
✉♥❞ ✈❡r❦♦❦t✳ ◆❛❝❤ ❞❡♠ ❱❡r❦♦❦❡♥ ✇❡✐s❡♥ ❞✐❡ ✢❛❝❤❡♥✱ ③②❧✐♥❞❡r❢ör♠✐❣❡♥ Pr♦❜❡♥ ❛✉❢❣r✉♥❞
❞❡r ❙❝❤✇✐♥❞✉♥❣ ❜❡✐♠ ❚r♦❝❦♥✉♥❣s♣r♦③❡ss ❡✐♥❡ ❦♦♥❦❛✈❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❛✉❢✳ ❉❡s❤❛❧❜ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡
Pr♦❜❡♥ ✐♠ ❧❡t③t❡♥ Prä♣❛r❛t✐♦♥ss❝❤r✐tt ♠✐t ❙✐❈✲❙❝❤❧❡✐❢♣❛♣✐❡r ✭❙tr✉❡rs✱ ❲✐❧❧✐❝❤✱ ❉❡✉ts❝❤❧❛♥❞✮
♠✐t ❡✐♥❡r ❑ör♥✉♥❣ ✈♦♥ ✶✷✵✵ ❛✉❢ ❊♥❞❞✐❝❦❡♥♠❛ß t = ✵✱✺♠♠ ✉♥❞ ✲❢♦r♠ ❣❡s❝❤❧✐✛❡♥✳
✷✽ ✸ ❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛❡
❋ür ❞✐❡ Pr♦❜❡♥ ❞❡r ❈◆❇✲❱❡rs✉❝❤❡ ❦❛♥♥ ❞✐❡s❡s ❱♦r❣❡❤❡♥ ♥✐❝❤t ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡✐❧ ❜❡✐♠
❚r♦❝❦♥❡♥ ✐♥ ❞❡r ❚❡✢♦♥❢♦r♠ ③✉ ❣r♦ß❡ ❙❝❤✇✐♥❞✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❡✐♥❤❡r❣❡❤❡♥❞❡ ❘✐ss❡ ❛✉❢tr❡t❡♥✳
❉❡s❤❛❧❜ ✇✐r❞ ❡✐♥ ●✐❡ßs❝❤❧✐❝❦❡r ♠✐t ●✐♣s❢♦r♠ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ✇❡❧❝❤❡r ❛✉❝❤ ✈♦♥ ❙♦❧t②s✐❛❦ ❬✶✺✾❪
✐♥ ❞❡ss❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ❡✐♥❣❡s❡t③t ✇✐r❞✳ ❉❡r ❙❝❤❧✐❝❦❡r ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❋❡stst♦✛❣❡❤❛❧t ✈♦♥ ✻✵♠%
✇✐r❞ ✐♥ q✉❛❞❡r❢ör♠✐❣❡ ❇❧ö❝❦❡ ✭✷✺ × ✷✺ × ✶✺✵♠♠✸✮ ❣❡❣♦ss❡♥✱ ❣❡tr♦❝❦♥❡t ✉♥❞ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞
❞❡s s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ❱❡r❦♦❦✉♥❣sr❡❣✐♠❡s ✇är♠❡❜❡❤❛♥❞❡❧t✳ ◆❛❝❤ ❞❡r ❱❡r❦♦❦✉♥❣ ✇❡r❞❡♥ ❛✉s ❞✐❡s❡♥
❇❧ö❝❦❡♥ Pr♦❜❡♥ ♠✐t ❊♥❞❛❜♠❡ss✉♥❣❡♥ ❣❡tr❡♥♥t✳ ❆❜s❝❤❧✐❡ß❡♥❞ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❞r❡✐❡❝❦✐❣ ❣❡❢♦r♠t❡
❈❤❡✈r♦♥✲❑❡r❜❡ ✐♥ ❞✐❡ Pr♦❜❡♥ ❛✉s ❦♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❜✉♥❞❡♥❡♠ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❡✐♥❡r
Prä③✐s✐♦♥s✲❉✐❛♠❛♥t❞r❛❤tsä❣❡ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❉r❛❤t❞✉r❝❤♠❡ss❡r dw = ✵✱✸♠♠ ✭❲❡❧❧✱ ❚②♣ ❆✸✲✸✮
❡✐♥❣❡❜r❛❝❤t✳ ❉✐❡ ❊♥❞♠❛ß❡ ❞❡r Pr♦❜❡ ❜❡tr❛❣❡♥ ❍ö❤❡ W = ✻♠♠✱ ❇r❡✐t❡ B = ✺♠♠ ✉♥❞
▲ä♥❣❡ L = ✷✺♠♠✳
✸✳✷✳✹ ▼✐❦r♦str✉❦t✉r ✉♥❞ P♦r♦s✐tät
❉✐❡ ▼✐❦r♦str✉❦t✉r ❡✐♥❡s ❦♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❜✉♥❞❡♥❡♥ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞✲❑❡r❛♠✐❦s❝❤❛✉♠s ✇✉r❞❡ ♠✐t
❡✐♥❡♠ ❘❛st❡r❡❧❡❦tr♦♥❡♥♠✐❦r♦s❦♦♣ P❤✐❧✐♣s ❳▲ ✸✵ ✉♥t❡rs✉❝❤t ✉♥❞ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✹ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳
✭❛✮ ◗✉❡rs❝❤♥✐tt ❞❡s ❋✐❧t❡rst❡❣s ✭❜✮ ✶✵✵✵✲❢❛❝❤❡ ❱❡r❣röß❡r✉♥❣
❆❜❜✳ ✸✳✹✿ ❘❊▼✲▼✐❦r♦str✉❦t✉r❛✉❢♥❛❤♠❡ ❡✐♥❡s ❆❧✷❖✸✲❈✲❋✐❧t❡rst❡❣❡s
❊s ❤❛♥❞❡❧t s✐❝❤ ✉♠ ❡✐♥ ❢❡✐♥❦ör♥✐❣❡s ❤♦♠♦❣❡♥❡s ●❡❢ü❣❡ ♠✐t ✈❡r❡✐♥③❡❧t ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ❣r♦ß❡♥
P♦r❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❉✉r❝❤♠❡ss❡r ❜✐s ③✉ ✶✵✵µ♠✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ♥✐❡❞r✐❣❡♥ ❱❡r❦♦❦✉♥❣st❡♠♣❡r❛t✉r
❜✐s ✽✵✵ ◦❈ ✈❡r❜❧❡✐❜❡♥ ③✉♠ ❚❡✐❧ ❛✉❝❤ ❈❛❜♦r❡s➤ P✲P❛rt✐❦❡❧ ❜✐s ③✉ ✷✺µ♠✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ♥✐❝❤t ❤♦✲
♠♦❣❡♥ ✈❡rt❡✐❧❡♥✳ ■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✹✭❜✮ s✐♥❞ ❞✐❡ ❑♦r♥❣r❡♥③❡♥ ❞❡r ❆❧✷❖✸✲P❛rt✐❦❡❧ ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱
✇❡❧❝❤❡ ✐♥ ❞✐❡ ❑♦❤❧❡♥st♦✛♠❛tr✐① ❡✐♥❣❡❜❡tt❡t s✐♥❞✳ ❉✐❡ ♦✛❡♥❡ P♦r♦s✐tät ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s ❜❡trä❣t
❡t✇❛ ③✇✐s❝❤❡♥ ✸✵ ✉♥❞ ✹✵✪ ✉♥❞ ✇✉r❞❡ ♠✐tt❡❧s ◗✉❡❝❦s✐❧❜❡r❞r✉❝❦♣♦r♦s✐♠❡t❡r ❜❡st✐♠♠t✳ ❉❡r
▼❡❞✐❛♥✇❡rt ❞❡s P♦r❡♥❞✉r❝❤♠❡ss❡rs ❜❡trä❣t ✷✽✹ ♥♠✱ ❞❛s ▼❛①✐♠✉♠ ✐♥ ❞❡r ✉♥✐♠♦❞❛❧❡♥ P♦r❡♥✲
❣röß❡♥✈❡rt❡✐❧✉♥❣ tr✐tt ❜❡✐ ✷✹✺ ♥♠ ❛✉❢✳ ❉❛♠✐t s✐♥❞ ❞✐❡ P♦r❡♥ ✐♠ ▼✐tt❡❧ ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ❜❡✐♠ r❡✐♥❡♥
❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞✲❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛✱ ❞❡♥♥♦❝❤ ✐st ❞❛s ✐♥✜❧tr✐❡rt❡ ❱♦❧✉♠❡♥ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❞❡✉t❧✐❝❤
❤ö❤❡r❡♥ P♦r♦s✐tät ❣❡st✐❡❣❡♥✳
✷✾
✹ ❚❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥
■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ✉♥❞ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✱ ✇❡❧❝❤❡
✐♥ ❞❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❆r❜❡✐t ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t ✇✉r❞❡♥✳
✹✳✶ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❱❡rs❛❣❡♥ss♣❛♥♥✉♥❣
❋ür ❡✐♥❡ ❇❡✇❡rt✉♥❣ ❞❡r ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡s ❇✸❇✲❚❡sts ❡r♠✐tt❡❧t❡♥ ❜✐❛①✐❛❧❡♥ ❇r✉❝❤❢❡st✐❣❦❡✐t ❦❡✲
r❛♠✐s❝❤❡r ❲❡r❦st♦✛❡ ✐st ❡s ♥♦t✇❡♥❞✐❣✱ ❞✐❡ r✐ss✐♥✐t✐✐❡r❡♥❞❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❩✉❣s♣❛♥♥✉♥❣ ❛♥ ❞❡r
Pr♦❜❡♥✉♥t❡rs❡✐t❡ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✳ ❉❛❢ür s♦❧❧❡♥ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ❞✐❡ ●r✉♥❞❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r
P❧❛tt❡♥t❤❡♦r✐❡ ❢ür ❡✐♥❡ ❑r❡✐s♣❧❛tt❡ ❤❡r❣❡❧❡✐t❡t ✉♥❞ ❛✉❢ ❞❛s ❦♦♥❦r❡t❡ ❘❛♥❞✇❡rt♣r♦❜❧❡♠ ❞❡s
❇✸❇ ❛♥❣❡✇❛♥❞t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❡♠ ❣❡❣❡♥ü❜❡r st❡❤t ❡✐♥❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡s ❙♣❛♥♥✉♥❣s✲
❢❡❧❞❡s✳
✹✳✶✳✶ P❧❛tt❡♥t❤❡♦r✐❡ ❢ür ❑r❡✐s♣❧❛tt❡
❉✐❡ ❑r❡✐s♣❧❛tt❡♥t❤❡♦r✐❡ ♥❛❝❤ ❑✐r❝❤❤♦❢❢ ❬✽✵❪ ❜✐❧❞❡t ❞✐❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❞❡r ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡♥ ❇❡r❡❝❤✲
♥✉♥❣ ❞❡s ❙♣❛♥♥✉♥❣s❢❡❧❞❡s ❡✐♥❡r ❇✸❇✲Pr♦❜❡✳ ❊✐♥❡ ❑r❡✐s♣❧❛tt❡ ✐st ❡✐♥ r♦t❛t✐♦♥ss②♠♠❡tr✐s❝❤❡s✱
❡❜❡♥❡s ❋❧ä❝❤❡♥tr❛❣✇❡r❦ ♠✐t ❡✐♥❡r ❡❜❡♥❡♥ ▼✐tt❡❧✢ä❝❤❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ❇❡❧❛s✲
t✉♥❣❡♥ ❡✐♥❡ ❑rü♠♠✉♥❣ ❡r❢ä❤rt✳ ◆❛❝❤ ❞❡r ❑✐r❝❤❤♦❢❢s❝❤❡♥ P❧❛tt❡♥t❤❡♦r✐❡ ♠üss❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡
▼♦❞❡❧❧❛♥♥❛❤♠❡♥ ❡r❢ü❧❧t ✇❡r❞❡♥✱ s✐❡❤❡ ❆❧t❡♥❜❛❝❤ ❡t ❛❧✳ ❬✹❪ ♦❞❡r ❍✐rs❝❤❢❡❧❞ ❬✼✹❪✿
❼ ❉✐❡ P❧❛tt❡♥❞✐❝❦❡ t ♠✉ss ❦❧❡✐♥ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ P❧❛tt❡♥❤❛✉♣t❛❜♠❡ss✉♥❣❡♥ s❡✐♥
✉♥❞ ✇✐r❞ ❛❧s ❦♦♥st❛♥t ✈♦r❛✉s❣❡s❡t③t✳
❼ ❆❧❧❡ ❇❡❧❛st✉♥❣❡♥ tr❡t❡♥ ♥♦r♠❛❧ ③✉r P❧❛tt❡♥♠✐tt❡❧✢ä❝❤❡ ♦❞❡r ❛❧s ❘❛♥❞♠♦♠❡♥t❡ ❛✉❢✳
❼ ❉✐❡ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣❡♥ s✐♥❞ ❦❧❡✐♥ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡♥ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ P❧❛tt❡♥❛❜♠❡s✲
s✉♥❣❡♥✳
❼ ❊s ❣✐❧t ❞❛s ❦✐♥❡♠❛t✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧ ❡✐♥❡r s❝❤✉❜st❛rr❡♥ P❧❛tt❡ ✭γrz = γϕz = 0✮✳ ❉❛s ❜❡✲
❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ❥❡❞❡ ◆♦r♠❛❧❡ ③✉r ✉♥✈❡r❢♦r♠t❡♥ ▼✐tt❡❧✢ä❝❤❡ ❣❧❡✐❝❤ ❡✐♥❡r ◆♦r♠❛❧❡♥ ③✉r
✈❡r❢♦r♠t❡♥ ▼✐tt❡❧✢ä❝❤❡ s❡✐✳
❼ ❉✐❡ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ◆♦r♠❛❧s♣❛♥♥✉♥❣❡♥ σz s✐♥❞ ❦❧❡✐♥ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❡r
✭r, ϕ✮✲❊❜❡♥❡ ✉♥❞ ❦ö♥♥❡♥ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t ✇❡r❞❡♥ ✭σz ≈ 0✱ st❛t✐s❝❤❡ ❍②♣♦t❤❡s❡✮✳
❼ ❉❡r ❲❡r❦st♦✛ ✇✐r❞ ❛❧s ✐s♦tr♦♣✱ ❤♦♠♦❣❡♥ ✉♥❞ ❧✐♥❡❛r✲❡❧❛st✐s❝❤ ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥✳ ❋♦❧❣❧✐❝❤ ❣✐❧t
❞❛s ❍♦♦❦❡s❝❤❡ ●❡s❡t③✳
■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶ ✐st ❞❛s P❧❛tt❡♥✢ä❝❤❡♥❡❧❡♠❡♥t dA = rdϕdr ✐♥ P♦❧❛r❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❞❛r❣❡✲
st❡❧❧t✱ ✇♦❜❡✐ ❙❝❤♥✐tt❣röß❡♥ ✉♥❞ ❙♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❛♥❣❡tr❛❣❡♥ s✐♥❞✳
❉❛s ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡ P❧❛tt❡♥❡❧❡♠❡♥t ♠✉ss s✐❝❤ ✐♠ st❛t✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❜❡✜♥❞❡♥✱ ✇♦r✲
❛✉s s✐❝❤ ✉♥t❡r ❇❡❛❝❤t✉♥❣ ❞❡r ●❧❡✐❝❤❤❡✐t ❞❡r ❙❝❤✉❜♠♦♠❡♥t❡ mrϕ = mϕr ❞✐❡ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥
✸✵ ✹ ❚❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥
x
z
y
r
ϕ
dϕ
t
dA
✭❛✮ ❇❡③✉❣s❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❞❡s P❧❛tt❡♥✢ä❝❤❡♥❡❧❡✲
♠❡♥ts
mϕrdr
mϕdr
mrrdϕ
(mϕr + mϕr,ϕdϕ)dr
(mϕ + mϕ,ϕdϕ)dr
mrϕ rdϕ
mrrdϕ + (mrrdϕ),rdr
mrϕrdϕ + (mrϕrdϕ),rdr
✭❜✮ ❙❝❤♥✐tt♠♦♠❡♥t❡
 (qϕ + qϕ,ϕdϕ)dr 
prdrdϕ
qrrdϕ + (qrrdϕ),rdr
qrrdϕ  qϕ dr 
✭❝✮ ◗✉❡r❦rä❢t❡ ✉♥❞ ❋❧ä❝❤❡♥❜❡❧❛st✉♥❣
σϕ
σr
τrϕτrz
τϕr
τϕz
rdϕ
dr
✭❞✮ ❙♣❛♥♥✉♥❣s✈❡rt❡✐❧✉♥❣
❆❜❜✳ ✹✳✶✿ ■♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡s P❧❛tt❡♥❡❧❡♠❡♥t ❞❡r ❑r❡✐s♣❧❛tt❡ ♠✐t ❙❝❤♥✐tt❣röß❡♥ ✭♥❛❝❤ ❆❧t❡♥❜❛❝❤ ❡t ❛❧✳ ❬✹❪✮
●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❡r❣❡❜❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❞❛s ❑rä❢t❡❣❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ✐♥ z✲❘✐❝❤t✉♥❣ s♦✲
✇✐❡ ❞✐❡ ▼♦♠❡♥t❡♥❜✐❧❛♥③ ✉♠ ❞✐❡ r✲ ✉♥❞ ϕ✲❆❝❤s❡ ❛✉s❣❡✇❡rt❡t ✉♥❞ ●❧✐❡❞❡r ❤ö❤❡r❡r ❖r❞♥✉♥❣
✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t✿
∂qϕ
r∂ϕ
+
∂qr
∂r
+
qr
r
= −p(r, ϕ)
∂mϕ
r∂ϕ
+
∂mrϕ
∂r
+ 2
mrϕ
r
= qϕ
∂mr
∂r
+
∂mrϕ
r∂ϕ
+
mr
r
− mϕ
r
= qr.
✭✹✳✶✮
❉✐❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❱❡r③❡rr✉♥❣❡♥ ❞❡s P❧❛tt❡♥❡❧❡♠❡♥ts ✭εr✱ εϕ✱ γrϕ✮ ✉♥❞ ❞❡♥
❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ ✐♥ r❛❞✐❛❧❡r ✉♥❞ t❛♥❣❡♥t✐❛❧❡r ❘✐❝❤t✉♥❣ ✭ur✱ uϕ✮ ❧❛✉t❡♥✿
εr =
∂ur
∂r
εϕ =
∂uϕ
r∂ϕ
+
ur
r
γrϕ =
∂ur
r∂ϕ
+
∂uϕ
∂r
− uϕ
r
.
✭✹✳✷✮
✹✳✶ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❱❡rs❛❣❡♥ss♣❛♥♥✉♥❣ ✸✶
❉✐❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ ❞❡r ❑r❡✐s♣❧❛tt❡ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❉✉r❝❤❜✐❡❣✉♥❣ w ❞❡r ▼✐tt❡❧❡✲
❜❡♥❡ ❞❡r P❧❛tt❡ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ❛❧s
ur = −z∂w
∂r
uϕ = −z ∂w
r∂ϕ
. ✭✹✳✸✮
❋❡r♥❡r ✜♥❞❡t ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ♦❜❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ ❆♥♥❛❤♠❡ ❡✐♥❡s ❤♦♠♦❣❡♥❡♥✱ ✐s♦tr♦♣❡♥ ✉♥❞
❧✐♥❡❛r✲❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s ❞❛s ❍♦♦❦❡s❝❤❡ ●❡s❡t③ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣✱ ✇❡❧❝❤❡s ❡✐♥❡ ❇❡✲
③✐❡❤✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❱❡r③❡rr✉♥❣❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧❦♦♥st❛♥t❡♥ ❊❧❛s✲
t✐③✐täts♠♦❞✉❧ E ✉♥❞ ◗✉❡r❦♦♥tr❛❦t✐♦♥s③❛❤❧ ν ❧✐❡❢❡rt✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ▼♦❞❡❧❧❛♥♥❛❤♠❡♥ ❞❡r r♦✲
t❛t✐♦♥ss②♠♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❑r❡✐s♣❧❛tt❡ ♥❛❝❤ ❞❡r ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ P❧❛tt❡♥t❤❡♦r✐❡ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❡✐♥ ❡❜❡♥❡r
❙♣❛♥♥✉♥❣s③✉st❛♥❞ ✭❊❙❩✮ ♠✐t ❞❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣❡♥
σr =
E
1− ν2 (εr + νεϕ)
σϕ =
E
1− ν2 (εϕ + νεr)
τrϕ =
E
2(1 + ν)γrϕ
.
✭✹✳✹✮
❉✐❡ ❙❝❤♥✐tt❣röß❡♥ ❞❡s P❧❛tt❡♥❡❧❡♠❡♥ts ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❛❧s ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❞❡r ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥
❙♣❛♥♥✉♥❣s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ ü❜❡r ❞✐❡ P❧❛tt❡♥❞✐❝❦❡✱ s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✭❞✮✳ ❊s ❣✐❧t✿
mr =
+t/2∫
−t/2
σrz dz mϕ =
+t/2∫
−t/2
σϕz dz mrϕ =
+t/2∫
−t/2
τrϕz dz
qr =
+t/2∫
−t/2
τrz dz qϕ =
+t/2∫
−t/2
τϕz dz.
✭✹✳✺✮
❉✉r❝❤ ❊✐♥s❡t③❡♥ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✹✳✹✮ ✐♥ ✭✹✳✺✮ ✉♥t❡r ❊✐♥❜❡③✐❡❤✉♥❣ ❞❡r ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲
❱❡r③❡rr✉♥❣s✲❇❡③✐❡❤✉♥❣ ❛✉s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✹✳✷✮ ✉♥❞ ❞❡s ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣s ③✇✐s❝❤❡♥ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥✲
❣❡♥ ✉♥❞ P❧❛tt❡♥❞✉r❝❤❜✐❡❣✉♥❣ ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✹✳✸✮ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❦♦♥st✐t✉t✐✈❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥
❢ür ❞✐❡ ❙❝❤♥✐tt♠♦♠❡♥t❡
mr = −K
[
∂2w
∂r2
+ ν
(
1
r
∂w
∂r
+
1
r2
∂2w
∂ϕ2
)]
mϕ = −K
[(
1
r
∂w
∂r
+
1
r2
∂2w
∂ϕ2
)
+ ν
∂2w
∂r2
]
mrϕ = −K(1− ν)
[
1
r
∂2w
∂r∂ϕ
− 1
r2
∂w
∂ϕ
] ✭✹✳✻✮
♠✐t ❞❡r P❧❛tt❡♥st❡✐✜❣❦❡✐t
K =
E
1− ν2
+t/2∫
−t/2
z2 dz =
Et3
12(1− ν2) . ✭✹✳✼✮
✸✷ ✹ ❚❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥
❉✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✹✳✻✮ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❞✐❡ ③✇❡✐t❡ ✉♥❞ ❞r✐tt❡ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ❛✉s ✭✹✳✶✮
❡✐♥❣❡s❡t③t✱ ✇♦♠✐t s✐❝❤ ❞✐❡ ◗✉❡r❦rä❢t❡ ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r P❧❛tt❡♥❞✉r❝❤❜✐❡❣✉♥❣ w ❛❧s ❦♦♥st✐t✉✲
t✐✈❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❛rst❡❧❧❡♥ ❧❛ss❡♥✳
qr = −K∂∆w
∂r
qϕ = −K∂∆w
∂ϕ
. ✭✹✳✽✮
❉❡r ▲❛♣❧❛❝❡✲❖♣❡r❛t♦r ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✹✳✽✮ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t ❡✐♥❡ ✈❡r❦ür③t❡ ❙❝❤r❡✐❜✇❡✐s❡ ✉♥❞
❜❡❞❡✉t❡t ✐♥ P♦❧❛r❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❡✐♥❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❘❛❞✐✉s r ✉♥❞ ❞❡♠ ❲✐♥❦❡❧
ϕ ✐♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡r ❲❡✐s❡✿
∆(·) = ∂
2(·)
∂r2
+
1
r
∂(·)
∂r
+
1
r2
∂2(·)
∂ϕ2
. ✭✹✳✾✮
❉✐❡ ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ❞❡r ❡rst❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✹✳✶✮ ✉♥t❡r ❊✐♥❜❡③✐❡❤✉♥❣
✈♦♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✹✳✽✮ ❢ü❤rt ③✉r ❇✐♣♦t❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡r ❞ü♥♥❡♥ ❑r❡✐s♣❧❛tt❡ ♠✐t ❦♦♥st❛♥t❡r
❉✐❝❦❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❡rst♠❛❧s ✈♦♥ ❑✐r❝❤❤♦❢❢ ❬✽✵❪ ✐♠ ❏❛❤r❡ ✶✽✺✵ ✈❡rö✛❡♥t❧✐❝❤t ✇✉r❞❡✳ ❉✐❡ s✐❝❤
❡r❣❡❜❡♥❞❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❧❛✉t❡t✿
∆∆w(r, ϕ) =
p(r, ϕ)
K
. ✭✹✳✶✵✮
❍✐❡r❜❡✐ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❡✐♥❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✱ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✹✳ ❖r❞♥✉♥❣✳
✹✳✶✳✷ ❘❛♥❞✇❡rt♣r♦❜❧❡♠ ❢ür ❇✸❇✲❚❡st
❯♠ ❞❛s ❙♣❛♥♥✉♥❣s❢❡❧❞ ✐♥ ❡✐♥❡r ❇✸❇✲Pr♦❜❡ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ●r✉♥❞❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r
❑r❡✐s♣❧❛tt❡♥t❤❡♦r✐❡ ❛✉❢ ❞❛s ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✷ ❞❛r❣❡st❡❧❧t❡ ❘❛♥❞✇❡rt♣r♦❜❧❡♠ ✭❘❲P✮ ❛♥❣❡✲
✇❛♥❞t✳ ❉❛❜❡✐ t❡✐❧t s✐❝❤ ❞✐❡ ❑r❡✐s♣❧❛tt❡ ✐♥ ③✇❡✐ ❘❡❣✐♦♥❡♥ ❛✉❢✿ ■♥ ❞❡r ❡rst❡♥ ❘❡❣✐♦♥ ✵ ≤ r ≤ b
✇✐r❦t ❡✐♥ ❦♦♥st❛♥t❡r ❉r✉❝❦ p = F/pib2✱ ❞✐❡ ③✇❡✐t❡ ❘❡❣✐♦♥ b < r ≤ R ✐st ❧❛st❢r❡✐✱ ✇✐r❞ ❡♥t❧❛♥❣
❞❡s ❆✉✢❛❣❡r❛❞✐✉s Ra ❛♥ M = 3 ❙tüt③st❡❧❧❡♥ ❣❡❧❛❣❡rt ✉♥❞ ✇❡✐st ❛♥ ❞❡r ❆✉ß❡♥❦❛♥t❡ ❡✐♥❡♥
❢r❡✐❡♥ ❘❛♥❞ ❛✉❢✳
❆✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❆r❜❡✐t ✈♦♥ ❇❛ss❛❧✐ ❬✶✶❪ ③✉r ❇✐❡❣✉♥❣ ✈♦♥ ❞ü♥♥❡♥ ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ P❧❛t✲
t❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ P✉♥❦t❡♥ ❣❡stüt③t s✐♥❞✱ ❡♥t✇✐❝❦❡❧♥ ❑✐rst❡✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬✽✶❪ ❜③✇✳
❑✐rst❡✐♥ ✉✳ ❲♦♦❧❧❡② ❬✽✷❪ ❡✐♥❡ ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r Pr♦❜❡♥❞✉r❝❤❜✐❡❣✉♥❣ s♦✇✐❡
❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r Pr♦❜❡✳
❋ür ❘❡❣✐♦♥ ✶ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧❡♥ ✉♥❞ r❛❞✐❛❧❡♥ ❙❝❤♥✐tt♠♦♠❡♥t❡ ✇✐❡ ❢♦❧❣t✿
mr1 = −F (1 + ν)
8piMκ
[Ψ1] +
F (1− ν)
16piMκ
( r
R
)2 [Ω1]
mϕ1 = −F (1 + ν)
8piMκ
[Ψ1]− F (1− ν)
16piMκ
( r
R
)2 [Ω1].
✭✹✳✶✶✮
✹✳✶ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❱❡rs❛❣❡♥ss♣❛♥♥✉♥❣ ✸✸
𝑅𝑅𝑎𝑎𝑟𝑟𝜑𝜑𝜑𝜑𝑖𝑖
𝑅𝑅𝑏𝑏
𝑝𝑝(𝑟𝑟,𝜑𝜑)
𝑡𝑡
❆❜❜✳ ✹✳✷✿ ●❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ P❛r❛♠❡t❡r ❞❡s ❇✸❇✲❚❡sts ✭❇❡❧❛st✉♥❣sr❛❞✐✉s b✱ ❉r✉❝❦❜❡❧❛st✉♥❣ p✱ P❧❛tt❡♥r❛❞✐✉s R✱
❆✉✢❛❣❡r❛❞✐✉s Ra✱ P❧❛tt❡♥❞✐❝❦❡ t ✱ P♦❧❛r✇✐♥❦❡❧ ❞❡s ❆✉✢❛❣❡♣✉♥❦ts ϕi✮
❍✐❡r❜❡✐ s✐♥❞ ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❑✉r③s❝❤r❡✐❜✇❡✐s❡♥ κ = (3 + ν)/(ν − 1)✱ r = r/R✱
ra = Ra/R ✉♥❞ b = b/R ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ Ψ1 ✉♥❞ Ω1 ❣❡❣❡❜❡♥ ❛❧s
Ψ1 =
[
M∑
i=1
{
ln
(
1− 2rra cosϕi + r2r2a
)− κ ln (r2 − 2rra cosϕi + r2a)− (1− r2a) (1− r2r2a)1− 2rra cosϕi + r2r2a
}
−
2Mr2a
(
1 +
κb2
2− r2a
)
κ+ 1
+M
(
1 + r2a
)
+ 2Mκ ln b+
Mκr2
b2
−Mκ
]
✭✹✳✶✷✮
s♦✇✐❡
Ω1 =
[
M∑
i=1
{(
κ2 − 1) ln (1− 2rra cosϕi + r2r2a)+ (1− r2r2a)2 − 2r2a (1− r2)21− 2rra cosϕi + r2r2a
− (1− r
2) (1− r2a) (1− r2r2a)2
(1− 2rra cosϕi + r2r2a)2
+
κ (r2 − r2a)2
r2 − 2rra cosϕi + r2a
}
+M (κ− 1) (r2 − r2a)− Mκr4
b2
]
.
✭✹✳✶✸✮
✸✹ ✹ ❚❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥
❉❡r ❲✐♥❦❡❧ ϕi ✐st ❞❡✜♥✐❡rt ❛❧s ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ❛✉s P♦❧❛r✇✐♥❦❡❧ ✉♥❞ P♦❧❛r✇✐♥❦❡❧ ❞❡s i✲t❡♥
❆✉✢❛❣❡♣✉♥❦t❡s✱ ❛❧s♦
ϕi = ϕ− 2ipi
M
. ✭✹✳✶✹✮
❆✉❝❤ ❢ür ❘❡❣✐♦♥ ✷ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧❡♥ ✉♥❞ r❛❞✐❛❧❡♥ ❙❝❤♥✐tt♠♦♠❡♥t❡ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✿
mr2 = −F (1 + ν)
8piMκ
[Ψ2] +
F (1− ν)
16piMκ
( r
R
)2 [Ω2]
mϕ2 = −F (1 + ν)
8piMκ
[Ψ2]− F (1− ν)
16piMκ
( r
R
)2 [Ω2]
✭✹✳✶✺✮
♠✐t
Ψ2 =
[
M∑
i=1
{
ln
(
1− 2rra cosϕi + r2r2a
)− κ ln (r2 − 2rra cosϕi + r2a)− (1− r2a) (1− r2r2a)1− 2rra cosϕi + r2r2a
}
−
2Mr2a
(
1 +
κb2
2r2a
)
κ+ 1
+M
(
1 + r2a
)
+ 2Mκ ln r
]
✭✹✳✶✻✮
✉♥❞
Ω2 =
[
M∑
i=1
{(
κ2 − 1) ln (1− 2rra cosϕi + r2r2a)+ (1− r2r2a)2 − 2r2a (1− r2)21− 2rra cosϕi + r2r2a
− (1− r
2) (1− r2a) (1− r2r2a)2
(1− 2rra cosϕi + r2r2a)2
+
κ (r2 − r2a)2
r2 − 2rra cosϕi + r2a
}
+M (κ− 1) (r2 − r2a)
− 2Mκr2 +Mκb2
]
.
✭✹✳✶✼✮
❉❛s ❚♦rs✐♦♥ss❝❤♥✐tt♠♦♠❡♥t mrϕ ✐st ❢ür ❘❡❣✐♦♥ ✶ ✉♥❞ ❘❡❣✐♦♥ ✷ ❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥ ✉♥❞
❧❛✉t❡t✿
mrϕ = −F (1 + ν)
8piMκr2
[
M∑
i=1
{
rra sinϕi (r
2 − r2a)
1− 2rra cosϕi + r2r2a
− rra sinϕi (1− r
2) (1− r2a) (1− r2r2a)
(1− 2rra cosϕi + r2r2a)2
− κrra sinϕi (r
2 − r2a)
r2 − 2rra cosϕi + r2a
− (κ2 − 1) arctan rra sinϕi
1− rra cosϕi
}]
.
✭✹✳✶✽✮
✹✳✶ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❱❡rs❛❣❡♥ss♣❛♥♥✉♥❣ ✸✺
❆✉❝❤ ❞✐❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧❡ ❙❝❤♥✐tt❦r❛❢t qϕ ✐st ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ❘❡❣✐♦♥ ✉♥❞ ❧ässt s✐❝❤ ♠✐t
qϕ =
F
4pirMκ
[
M∑
i=1
{
κrra sinϕi
r2 − 2rra cosϕi + r2a
− rra sinϕi
1− 2rra cosϕi + r2r2a
− rra sinϕi (1− r
2
a) (1− r2r2a)
(1− 2rra cosϕi + r2r2a)2
}] ✭✹✳✶✾✮
❛✉s❞rü❝❦❡♥✳ ❉✐❡ r❛❞✐❛❧❡ ❙❝❤♥✐tt❦r❛❢t qr ❢ür ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❘❡❣✐♦♥❡♥ ✐st ❣❡❣❡❜❡♥ ♠✐t✿
qr1 =
F
4pirMκ
[
M∑
i=1
{
κ (r2 − r2a)
(r2 − 2rra cosϕi + r2r2a)2
+
(1− 2r2 + r2r2a) r2a
1− 2rra cosϕi + r2r2a
+
(1− r2a) (1− r2r2a)2
(1− 2rra cosϕi + r2r2a)2
}
+M(κ− 1)− 2Mκr
2
b2
]
qr2 =
F
4pirMκ
[
M∑
i=1
{
κ (r2 − r2a)
r2 − 2rra cosϕi + r2a
+
(1− 2r2 + r2r2a) r2a
1− 2rra cosϕi + r2r2a
+
(1− r2a) (1− r2r2a)2
(1− 2rra cosϕi + r2r2a)2
}
−M(κ+ 1)
]
.
✭✹✳✷✵✮
❉✐❡ ❘❛❞✐❛❧✲ ✉♥❞ ❯♠❢❛♥❣ss♣❛♥♥✉♥❣❡♥ s♦✇✐❡ ❙❝❤✉❜s♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♥ ❙❝❤♥✐tt✲
♠♦♠❡♥t❡♥ ✉♥❞ ✲❦rä❢t❡♥ ✇✐❡ ❢♦❧❣t ❜❡r❡❝❤♥❡♥✿
σr =
12mr
t3
z σϕ =
12mϕ
t3
z τrϕ =
12mrϕ
t3
z
τrz =
3
2
qr
t
(
1− 4z
2
t2
)
τϕz =
3
2
qϕ
t
(
1− 4z
2
t2
)
.
✭✹✳✷✶✮
❆♠ ▼✐tt❡❧♣✉♥❦t ❞❡r Pr♦❜❡♥✉♥t❡rs❡✐t❡ ✭r = 0✱ z = +t/2✮ ✇✐r❦❡♥ ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡♥ ❩✉❣s♣❛♥✲
♥✉♥❣❡♥✱ ❡s ❣✐❧t mr1 = mϕ1 ✉♥❞ s♦♠✐t✿
σr1 = σϕ1 = σmax =
F
t2
3(1 + ν)
4pi
[
1 + 2 ln
(
Ra
b
)
+
1− ν
1 + ν
(
1− b
2
2Ra
2
)
Ra
2
R2
]
. ✭✹✳✷✷✮
❋ür ❡✐♥❡ ♣✉♥❦t❢ör♠✐❣❡ ▲❛st✱ ❛❧s♦ b → 0 ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ♠✐t ❞✐❡s❡r ❋♦r♠❡❧ ❡✐♥❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ss✐♥✲
❣✉❧❛r✐tät✱ ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣s❧ös✉♥❣ ✐♥ ♥❛❤❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ③✉♠ ❑♦♥t❛❦t❜❡r❡✐❝❤ ✇✐r❞ ❢♦❧❣❧✐❝❤ ❞✉r❝❤
❞✐❡ ❡✐♥❢❛❝❤❡ P❧❛tt❡♥t❤❡♦r✐❡ ♥✐❝❤t ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ ❣❡♥❛✉ ❜❡r❡❝❤♥❡t✳ ❉✉r❝❤❜✐❡❣✉♥❣ ✉♥❞ ❞❛s ❙♣❛♥✲
♥✉♥❣s❢❡❧❞ ❢ür r > b ✇❡r❞❡♥ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ ❣❡♥❛✉ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❋ür ❡✐♥❡ ❦♦rr❡❦t❡ ❇❡✲
r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡s ❙♣❛♥♥✉♥❣s❢❡❧❞❡s ✐st ❡✐♥❡ ❚❤❡♦r✐❡ ♥♦t✇❡♥❞✐❣✱ ✇❡❧❝❤❡ ❧♦❦❛❧❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s❡✛❡❦t❡
❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✉♥❞ ✇❡❧❝❤❡ ♥✐❝❤t ❞❡r ❊✐♥s❝❤rä♥❦✉♥❣ ❞❡r ◆♦r♠❛❧❡♥❤②♣♦t❤❡s❡ ✉♥t❡r❧✐❡❣t✳❲❡s✲
t❡r❣❛❛r❞ ❬✶✾✹❪ ❢ü❤rt ❞❛③✉ ✐♥ Ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠✉♥❣ ♠✐t ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ◆á❞❛✐ ❬✶✷✶✱ ✶✷✷❪
❞❡♥ äq✉✐✈❛❧❡♥t❡♥ ❑♦♥t❛❦tr❛❞✐✉s b¯ ❡✐♥✳ ❉❡r äq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❑♦♥t❛❦tr❛❞✐✉s ✐st ❞❛❜❡✐ ❞❡r❥❡♥✐❣❡ ❘❛✲
❞✐✉s ❡✐♥❡r ❉r✉❝❦❧❛st ♠✐t ❦♦♥st❛♥t❡r ❱❡rt❡✐❧✉♥❣✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣✱ ❜❡r❡❝❤♥❡t
♠✐t ❞❡r ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ P❧❛tt❡♥t❤❡♦r✐❡✱ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ♠❛①✐♠❛❧❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ✐st✱ ✇❡❧❝❤❡ s✐❝❤ ❛✉s ❞❡r
❧♦❦❛❧❡♥ ❚❤❡♦r✐❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❇❡❧❛st✉♥❣ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡s ❑♦♥t❛❦tr❛❞✐✉s b ❡r❣✐❜t✳ ❊s ❣✐❧t✿
b¯ =
(
1,6b2 + t2
)1/2 − 0,675t. ✭✹✳✷✸✮
✸✻ ✹ ❚❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥
❋ür ❞❡♥ ❇✸❇✲❚❡st ✐st ❞❡r ❑♦♥t❛❦tr❛❞✐✉s b ③✇✐s❝❤❡♥ ❇❡❧❛st✉♥❣s❦✉❣❡❧ ♠✐t ❘❛❞✐✉s Rb ✉♥❞
Pr♦❜❡ s❝❤✇✐❡r✐❣ ③✉ ♠❡ss❡♥ ✉♥❞ ✇✐r❞ ❞❛❤❡r ✈♦♥●♦❞❢r❡② ❬✻✶❪ ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ❞❡r ❍❡rt③s❝❤❡♥
❚❤❡♦r✐❡ ❞❡s ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❑♦♥t❛❦ts✱ s✐❡❤❡ ❨♦✉♥❣ ✉✳ ❇✉❞②♥❛s ❬✶✾✾❪✱ ❛❧s
b =
(
3FRb(1− ν2)
4E
)1/3
. ✭✹✳✷✹✮
❛❜❣❡s❝❤ät③t✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❇❡❧❛st✉♥❣s❦✉❣❡❧ ❛❧s ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ st❡✐❢ ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥ ✇✐r❞✳ ❇ör❣❡r ❡t ❛❧✳
❬✷✵❪ st❡❧❧❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❛♥❞❡r❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥❡♥ ❢ür ❞❡♥ ❑♦♥t❛❦tr❛❞✐✉s✱ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ♥❛❝❤
❙❤❡tt② ❡t ❛❧✳ ❬✶✺✺❪✱ ✈♦r ✉♥❞ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥ ❞❡r❡♥ ❊✐♥✢✉ss✳ ➘❤♥❧✐❝❤❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ✐♥ ❑♦♠✲
❜✐♥❛t✐♦♥ ♠✐t ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❘❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ✇✉r❞❡♥ ✈♦♥ ❩✐❡❧❦❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶❪ ❛♠ ❤✐❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥
❱❡rs✉❝❤s❛✉❢❜❛✉ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳
❊s ③❡✐❣t s✐❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❩✉❣s♣❛♥♥✉♥❣ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❆✉✢❛❣❡✲
♣✉♥❦t❡ ✐st✱ ❞❛ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✹✳✷✷✮ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥M ✉♥❞ ϕ ✐st✳ ❉❡♠♥❛❝❤ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡
❛♥❛❧②t✐s❝❤❡ ▲ös✉♥❣ ✇✐❡ ❢ür ❞❡♥ ❙♠❛❧❧✲P✉♥❝❤✲❚❡st ✭❙P❚✮✱ ❛❧s♦ ❡✐♥❡♠ r♦t❛t✐♦♥ss②♠♠❡tr✐s❝❤❡♥
❘❲P✳ ❊✐♥❡ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ▲ös✉♥❣ ❞✐❡s❡s Pr♦❜❧❡♠s ③❡✐❣❡♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❙♦❧✲
t②s✐❛❦ ❬✶✺✾❪ ✉♥❞ ❙✇♦❜♦❞❛ ❬✶✼✶❪✳
✹✳✶✳✸ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❇✸❇✲❚❡sts
▼✐t ❍✐❧❢❡ ❡✐♥❡s ❋❊▼✲▼♦❞❡❧❧s ❞❡s ❇✸❇✲❚❡sts ✇✐r❞ ❞❛s ❙♣❛♥♥✉♥❣s✲ ✉♥❞ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s❢❡❧❞
❞❡r Pr♦❜❡ ✇ä❤r❡♥❞ ❡✐♥❡s ❱❡rs✉❝❤❡s ❜❡st✐♠♠t✳ ❆✉❝❤ ❇ör❣❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✱ ✷✶❪ ❢ü❤r❡♥ ♠✐t ❞❡♠
❦♦♠♠❡r③✐❡❧❧❡♥ ❋❊▼✲Pr♦❣r❛♠♠ ❆♥s②s ❡✐♥❡ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞❡s ❇✸❇✲
❚❡sts ❞✉r❝❤✳ ❉❛❜❡✐ ✇❡r❞❡♥ ③✉❡rst ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣s✈❡r❧ä✉❢❡ σr ✉♥❞ σϕ ü❜❡r ❞❡♥ ❘❛❞✐✉s ❡♥t❧❛♥❣
❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡r P❢❛❞❡ ✉♥❞ ❞❛♥❛❝❤ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡r P❛r❛♠❡t❡r s♦✇✐❡
▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❛✉❢ ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ✉♥t❡rs✉❝❤t✳ ❉❛③✉ ✇✐r❞ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✹✳✷✷✮ ♠✐t
❍✐❧❢❡ ❡✐♥❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s❧♦s❡♥ ❋❛❦t♦rs f ❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥✿
σmax =
F
t2
f
(
t
R
,
Ra
R
, ν
)
, ✭✹✳✷✺✮
✇♦❜❡✐ ❞✐❡s❡r ❋❛❦t♦r ❛❧s ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❛✉s ❞❡♥ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ❢ür ❡✐♥❡ ❣r♦ß❡
❇❛♥❞❜r❡✐t❡ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss❢❛❦t♦r❡♥ ❜❡st✐♠♠t ✇✉r❞❡✳ ❋ür ❡✐♥❡ ◗✉❡r❦♦♥tr❛❦t✐♦♥s③❛❤❧ ν = ✵✱✷
❡r❣✐❜t s✐❝❤✿
f = −12,354 +
15,549 + 489,2
t
R
− 78,707 t
2
R2
+ 52,216
t3
R3
1 + 36,554
t
R
(
1 + 0,082
Ra
R
)
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❉❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s❧♦s❡ ❋❛❦t♦r ✇✐r❞ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❞❡✜♥✐❡rt❡♥ ❇✸❇✲❱❡rs✉❝❤s❛✉❢❜❛✉ ❛❧s ❦♦♥st❛♥t
❛♣♣r♦①✐♠✐❡rt✱ ❞❛ ❞❡ss❡♥ ❆❜❢❛❧❧ ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r ❑r❛❢t F ❛✉❢❣r✉♥❞ ❡✐♥❡r ❩✉♥❛❤♠❡ ❞❡s ❑♦♥✲
t❛❦tr❛❞✐✉s b ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳
❋ür ❞❡♥ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❡✐♥❣❡s❡t③t❡♥ ❇✸❇✲❱❡rs✉❝❤s❛✉❢❜❛✉ ✇✉r❞❡♥ ä❤♥❧✐❝❤❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥✲
❣❡♥ ♠✐t ❆❜❛q✉s ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳ ❉❛s ❡r♠✐tt❡❧t❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣s❢❡❧❞ ❞❡r Pr♦❜❡♥✉♥t❡rs❡✐t❡ ❛❧s ❊r✲
❣❡❜♥✐s ❡✐♥❡r ❧✐♥❡❛r✲❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐st ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✸ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❡rst❡
❍❛✉♣ts♣❛♥♥✉♥❣ ♠✐t ❞❡r ♠❛①✐♠❛❧ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ✐♠ ▼♦❞❡❧❧ ♥♦r♠✐❡rt ✇✉r❞❡✳ ❉❛s
❙♣❛♥♥✉♥❣s♠❛①✐♠✉♠ ❜❡✜♥❞❡t s✐❝❤ ✐♠ ▼✐tt❡❧♣✉♥❦t ❞❡r Pr♦❜❡♥✉♥t❡rs❡✐t❡ ✉♥❞ ✐♥ r❛❞✐❛❧❡r ❘✐❝❤✲
t✉♥❣ ♥✐♠♠t ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ❛❜✳ ❉✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ❡✐♥❡s ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ P✉♥❦t❡s ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠
✹✳✶ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❱❡rs❛❣❡♥ss♣❛♥♥✉♥❣ ✸✼
③✇❡✐t❡♥ P✉♥❦t ❛✉❢ ❞❡r s❡❧❜❡♥ ❯♠❢❛♥❣s❧✐♥✐❡ ✐st ✉♠s♦ ❣röß❡r✱ ❥❡ ✇❡✐t❡r ❡r ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❆✉❢✲
❧❛❣❡♣✉♥❦t ❡♥t❢❡r♥t ✐st✳ ❉✐r❡❦t ✐♠ ◆❛❤❢❡❧❞ ❞❡r ❆✉✢❛❣❡♣✉♥❦t❡ ✇✐r❦❡♥ ❉r✉❝❦s♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ✐♥
◆♦r♠❛❧❡♥r✐❝❤t✉♥❣✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s ❑♦♥t❛❦t❜❡r❡✐❝❤❡s ③✉ ❩✉❣s♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ✐♥ r❛❞✐❛❧❡r ✉♥❞
❯♠❢❛♥❣sr✐❝❤t✉♥❣ ❢ü❤r❡♥✳ ❏❡ ❦❧❡✐♥❡r ❞❡r ❑✉❣❡❧❞✉r❝❤♠❡ss❡r✱ ❞❡st♦ ❣röß❡r ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡s❡ ❩✉❣✲
s♣❛♥♥✉♥❣❡♥✳ ❊s s✐♥❞ ❞r❡✐ ❙②♠♠❡tr✐❡❧✐♥✐❡♥ ✐❞❡♥t✐✜③✐❡r❜❛r✱ ✇❡s❤❛❧❜ s✐❝❤ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❛✉❢ ❡✐♥
❙❡❝❤st❡❧ r❡❞✉③✐❡r❡♥ ❧ässt✳
1
σI/σmax
0,92
0,83
0,75
0,67
0,58
0,5
0,42
0,33
0,25
0,17
0,08
0
❆❜❜✳ ✹✳✸✿ ❙♣❛♥♥✉♥❣s③✉st❛♥❞ ❞❡s ❇✸❇✲❚❡sts ❛♥ ❞❡r Pr♦❜❡♥✉♥t❡rs❡✐t❡
❊✐♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ▲ös✉♥❣ ❞❡s ❋❊✲▼♦❞❡❧❧s ✉♥❞ ❞❡r ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡♥ ▲ös✉♥❣ ❛✉s ❞❡♠ ✈♦r❤❡r✐❣❡♥
❯♥t❡r❦❛♣✐t❡❧ ✇✐r❞ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✹ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❩✉r ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❞❡r ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡♥ ▲ös✉♥❣ ✇✉r✲
❞❡♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✹✳✶✶✮ ❜✐s ✭✹✳✶✼✮ ✉♥❞ ❞✐❡ ❑♦rr❡❦t✉r ❞❡s ❑♦♥t❛❦tr❛❞✐✉s ③✉r ❱❡r♠❡✐❞✉♥❣
❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣ss✐♥❣✉❧❛r✐tät ✐♠ Pr♦❜❡♥③❡♥tr✉♠✱ s✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✹✳✷✸✮ ❜③✇✳ ✭✹✳✷✹✮✱ ✈❡r✇❡♥✲
❞❡t✳ ❊s ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❘❛❞✐❛❧s♣❛♥♥✉♥❣❡♥ σr ✉♥❞ ❞✐❡ ❯♠❢❛♥❣ss♣❛♥♥✉♥❣❡♥ σϕ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡s ❘❛❞✐✉s
❢ür ❜❡✐❞❡ ▲ös✉♥❣s❛♥sät③❡ ✉♥❞ ③✇❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❲✐♥❦❡❧ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥✳ ❊✐♥ ❲✐♥❦❡❧
✈♦♥ ϕ = 0◦ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❛❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❘❛❞✐✉s✱ ❛✉❢ ✇❡❧❝❤❡♠ ❡✐♥ ❆✉✢❛❣❡♣✉♥❦t ❧✐❡❣t✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❡✐♥❡
❙♣❛♥♥✉♥❣ss✐♥❣✉❧❛r✐tät ❢ür ❞✐❡ ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡ ▲ös✉♥❣ ❢ür r = Ra ❛✉❢tr✐tt✳ ❉❡r ③✇❡✐t❡ ❣❡✇ä❤❧✲
t❡ ❲✐♥❦❡❧ ϕ = 60◦ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡r ③✇❡✐t❡♥ ❙②♠♠❡tr✐❡❧✐♥✐❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ▲❛❣❡r✉♥❣s❦✉❣❡❧♥✳
❲❡rt❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ❘❛❞✐❛❧s♣❛♥♥✉♥❣❡♥ σr ✉♥❞ ❞✐❡ ❯♠❢❛♥❣ss♣❛♥♥✉♥❣❡♥ σϕ ❛✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♠ ▼✐t✲
t❡❧♣✉♥❦t ❜✐s ③✉ ❡✐♥❡♠ ❆✉✢❛❣❡r ❛✉s✱ ✇❡✐s❡♥ ❜❡✐❞❡ ä❤♥❧✐❝❤❡ ❲❡rt❡ ❛✉❢✳ ❱❡r❧ä✉❢t ❞❡r P❢❛❞ r❛❞✐❛❧
✉♥❞ ♠✐t ❞❡♠ ❣rößt♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❆❜st❛♥❞ ③✉ ❞❡♥ ❆✉✢❛❣❡♣✉♥❦t❡♥✱ ❧✐❡❣❡♥ ❞✐❡ ❯♠❢❛♥❣ss♣❛♥♥✉♥✲
❣❡♥ ❞❡✉t❧✐❝❤ ♦❜❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❘❛❞✐❛❧s♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ❢ür ❞❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ❛✉ß❡r❤❛❧❜ ❞❡s Pr♦❜❡♥③❡♥tr✉♠s✳
❲❡✐t❡r❤✐♥ ✇❡✐s❡♥ ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡ ✉♥❞ ❋❊✲▲ös✉♥❣ ❡✐♥❡ ❣✉t❡ Ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠✉♥❣ ❛✉❢✱ ❞❡r ❋❡❤❧❡r ❞❡s
❙♣❛♥♥✉♥❣s♠❛①✐♠✉♠ ❢ür r = 0 ✐st ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ✵✱✷✪✳
❊✐♥❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞❡s ❊✐♥✢✉ss❡s ❞❡r ▼♦❞❡❧❧♣❛r❛♠❡t❡r ❆✉✢❛❣❡r❛❞✐✉s Ra✱ ❑✉❣❡❧r❛❞✐✉s Rb✱
Pr♦❜❡♥r❛❞✐✉s R✱ Pr♦❜❡♥❞✐❝❦❡ t s♦✇✐❡ ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ E ✉♥❞ ◗✉❡r❦♦♥tr❛❦t✐♦♥s③❛❤❧ ν ❛✉❢
❞✐❡ ❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲ ❜③✇✳ ❙♣❛♥♥✉♥❣s♠❛①✐♠❛✲❑r❛❢t✲❑✉r✈❡♥ ✇✐r❞ ❛♥ ❞✐❡s❡r ❙t❡❧❧❡ ♥✐❝❤t
❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❊s ✇✐r❞ ❛✉❢ P✉❜❧✐❦❛t✐♦♥❡♥ ③✉ ❞✐❡s❡r ❚❤❡♠❛t✐❦ ❞✉r❝❤ ❇ör❣❡r ❡t ❛❧✳
❬✷✵❪ ✉♥❞ ❩✐❡❧❦❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶❪ ❛♠ ❇✸❇✲❱❡rs✉❝❤s❛✉❢❜❛✉ ✈❡r✇✐❡s❡♥✳ ❉❛ ❞❛s ❙♣❛♥♥✉♥❣s♠❛①✐♠✉♠
✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❆✉✢❛❣❡♣✉♥❦t❡ ✐st✱ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❛✉ß❡r❞❡♠ ❛✉❝❤ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡s
❙P❚ ü❜❡rtr❛❣❡♥✳ ❊✐♥❡ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ P❛r❛♠❡t❡rst✉❞✐❡ ❞❛③✉ ✐st ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✈♦♥
❘❛s❝❤❡ ❬✶✸✺❪ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇♦r❞❡♥✳ ❉❡♥ ❣rößt❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞❛s ❙♣❛♥♥✉♥❣s♠❛①✐♠✉♠ ❤❛t
✸✽ ✹ ❚❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥
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✭❛✮ ϕ = 0◦
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✭❜✮ ϕ = 60◦
❆❜❜✳ ✹✳✹✿ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ ❋❊✲▲ös✉♥❣ ❛♥ ❞❡r Pr♦❜❡♥✉♥t❡rs❡✐t❡ ❡♥t❧❛♥❣ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡r ❘❛❞✐❡♥
❞❛❜❡✐ ❞✐❡ Pr♦❜❡♥❞✐❝❦❡✱ ❣❡❢♦❧❣t ✈♦♥ ❆✉✢❛❣❡r❛❞✐✉s ✉♥❞ ◗✉❡r❦♦♥tr❛❦t✐♦♥s③❛❤❧✳ ❆❧❧❡ ❛♥❞❡r❡♥
P❛r❛♠❡t❡r ❤❛❜❡♥ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❡✐♥❡♥ ❣❡r✐♥❣❡♥ ✉♥❞ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❜❛r❡♥ ❊✐♥✢✉ss✳
❲❡✐t❡r❤✐♥ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥ ❇ör❣❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✶❪ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡r ♠❛①✐♠❛❧❡♥ ❩✉❣✲
s♣❛♥♥✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❡✐♥❡♠ ✐❞❡❛❧✐s✐❡rt❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✉♥❞ ❛❜✇❡✐❝❤❡♥❞❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥✳ ●❡❣❡♥st❛♥❞ ❞❡r
❊r❣❡❜♥✐ss❡ s✐♥❞ ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❘❡✐❜✉♥❣✱ ❇❡✉❧❡♥ ❞❡r ❞ü♥♥❡♥ Pr♦❜❡ ❜❡✐♠ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ✈♦♥ ❦❧❡✐✲
♥❡♥ ✉♥❞ ❣r♦ß❡♥ ❉✉r❝❤❜✐❡❣✉♥❣❡♥ s♦✇✐❡ ❯♥❣❡♥❛✉✐❣❦❡✐t❡♥ ✐♥ ❇❡③✉❣ ❛✉❢ ❞✐❡ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥
❆❜♠❡ss✉♥❣❡♥ ❞❡r Pr♦❜❡ s♦✇✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r✳
✹✳✷ ❲❡✐❜✉❧❧✲❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ✸✾
✹✳✷ ❲❡✐❜✉❧❧✲❱❡rt❡✐❧✉♥❣
❇❡✐ s♣rö❞❡ ✈❡rs❛❣❡♥❞❡♥ ❲❡r❦st♦✛❡♥ ❧ässt s✐❝❤ ❡✐♥❡ ❙tr❡✉✉♥❣ ❞❡r ❇r✉❝❤❢❡st✐❣❦❡✐t❡♥ ❜❡♦❜✲
❛❝❤t❡♥✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ ❤❛t ❞✐❡ ❇❛✉t❡✐❧❣röß❡ ❡✐♥❡♥ ❛✉s❣❡♣rä❣t❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧
❡r♠✐tt❡❧t❡ ❇r✉❝❤❢❡st✐❣❦❡✐t✱ s♦❞❛ss ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r ❇❛✉t❡✐❧❣röß❡ ❞✐❡ ❋❡st✐❣❦❡✐t s✐♥❦t✳ ❲❡✐✲
❜✉❧❧ ❬✶✽✻❪ ❧✐❡❢❡rt ✶✾✸✾ ❡rst♠❛❧s ❡✐♥❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞✐❡s❡r ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥
❛✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♥ st❛t✐st✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥✳ ❉❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❆♥s❛t③ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ❆✉s✲
❢❛❧❧✇❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t Pf ✐st ❡✐♥❡ ❞r❡✐♣❛r❛♠❡tr✐❣❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣s❢✉♥❦t✐♦♥
Pf(x) = 1− exp
[
−
(
x− xu
x0
)m]
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♠✐t ❞❡♥ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣s♣❛r❛♠❡t❡r♥ m✱ x0 s♦✇✐❡ xu✳ ❉✐❡ ❆♥✇❡♥❞❜❛r❦❡✐t ❞✐❡s❡r ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ❱❡r✲
t❡✐❧✉♥❣s❢✉♥❦t✐♦♥ ❜❡❧❡❣t❡ ❡r ♠✐t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ❛♥ ❡✐♥❡r ▼✐s❝❤✉♥❣ ❛✉s ❝❤❡✲
♠✐s❝❤ r❡✐♥❡r ❙t❡❛r✐♥sä✉r❡ ✉♥❞ ●✐♣s✳ ❉❛❜❡✐ ✇✉r❞❡♥ ❉r✉❝❦✲✱ ❩✉❣✲✱ ❇✐❡❣❡✲ ✉♥❞ ❚♦rs✐♦♥s✈❡r✲
s✉❝❤❡ ❛♥❛❧②s✐❡rt✳ ❙♣ät❡r ③❡✐❣t❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❬✶✽✼❪ ♥♦❝❤ ✇❡✐t❡r❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣s♠ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❞❡r
❱❡rt❡✐❧✉♥❣s❢✉♥❦t✐♦♥ ❛✉❢✳
❊✐♥❡♥ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤❡♥ Ü❜❡r❜❧✐❝❦ ③✉r ❚❤❡♦r✐❡✱ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ s♦✇✐❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✉♥❞ ❱❡r❣❧❡✐❝❤
③✉ ❛♥❞❡r❡♥ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣s❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❧✐❡❢❡rt ❘✐♥♥❡ ❬✶✸✾❪✳
✹✳✷✳✶ ❲❡❛❦❡st✲▲✐♥❦✲❚❤❡♦r✐❡
❲❡✐❜✉❧❧ ❡r❦❧ärt ❞✐❡ ❙tr❡✉✉♥❣ ✉♥❞ ●röß❡♥❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❋❡st✐❣❦❡✐t ♠✐t ❞❡r ❲❡❛❦❡st✲▲✐♥❦✲
❚❤❡♦r✐❡✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❛❧s ❆♥❛❧♦❣✐❡ ❞❛s ❱❡rs❛❣❡♥ ❡✐♥❡r ❑❡tt❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❊s ❣❡❧t❡ ❡✐♥❡ ③✉❢ä❧❧✐❣❡
❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❋❡st✐❣❦❡✐t ❡✐♥❡s ❥❡❞❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❑❡tt❡♥❣❧✐❡❞❡s ♠✐t ❡✐♥❡r ❱❡rs❛❣❡♥s✇❛❤rs❝❤❡✐♥✲
❧✐❝❤❦❡✐t ✈♦♥ Pi✳ ❊✐♥❡ ❑❡tt❡ ❛✉s n ●❧✐❡❞❡r♥ ✈❡rs❛❣t ♥✉♥✱ ✇❡♥♥ ❡✐♥❡s ❞❡r ❑❡tt❡♥❣❧✐❡❞❡r ✈❡rs❛❣t✳
❉✐❡ Ü❜❡r❧❡❜❡♥s✇❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ❞❡r ❣❡s❛♠t❡♥ ❑❡tt❡ ❧ässt s✐❝❤ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r Ü❜❡r❧❡❜❡♥s✲
✇❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❥❡❞❡s ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❑❡tt❡♥❣❧✐❡❞❡s✱ ❛❧s♦ ❞❡♠ ●❡❣❡♥❡r❡✐❣♥✐s ③✉♠ ❱❡rs❛❣❡♥
❞❡s ❑❡tt❡♥❣❧✐❡❞❡s 1− Pi✱ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✿
Ps =
n∏
i=1
(1− Pi). ✭✹✳✷✽✮
❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ Ü❜❡r❧❡❜❡♥s✇❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ❛❜♥✐♠♠t ✉♥❞ ❞❡♠❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞✐❡
❱❡rs❛❣❡♥s✇❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ③✉♥✐♠♠t✱ ✇❡♥♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❑❡tt❡♥❣❧✐❡❞❡r ❡r❤ö❤t✳ Ü❜❡r✲
trä❣t ♠❛♥ ❞✐❡ ❲❡❛❦❡st✲▲✐♥❦✲❚❤❡♦r✐❡ ❛✉❢ ❞❛s ❱❡rs❛❣❡♥ ✈♦♥ ❋❡st❦ör♣❡r♥✱ s♦ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❡✐♥❡
❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡s ❱❡rs❛❣❡♥s ❞❡s ❋❡st❦ör♣❡rs ✈♦♠ ❱♦❧✉♠❡♥ ❞❡s ❜❡❧❛st❡t❡♥ ❑ör♣❡rs✳ ❉❛❜❡✐
✇✐r❞ ❞❡r ❑ör♣❡r ❣❡❞❛♥❦❧✐❝❤ ✐♥ ♠❡❤r❡r❡ ❱♦❧✉♠❡♥❡❧❡♠❡♥t❡ ✉♥t❡rt❡✐❧t ✉♥❞ ❡s ❣✐❧t ❞✐❡ ❆♥♥❛❤✲
♠❡✱ ❞❛ss ❞❛s ❱❡rs❛❣❡♥ ❡✐♥❡s ❱♦❧✉♠❡♥❡❧❡♠❡♥ts ③✉♠ ❱❡rs❛❣❡♥ ❞❡s ❣❡s❛♠t❡♥ ❋❡st❦ör♣❡rs ❢ü❤rt✳
❏❡ ❣röß❡r ❞❡r ❋❡st❦ör♣❡r ❜③✇✳ ❞❛s ❇❛✉t❡✐❧✱ ❞❡st♦ ❣röß❡r ✐st ❞❡ss❡♥ ❆✉s❢❛❧❧✇❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t✳
❲❡✐❜✉❧❧ ❬✶✽✻❪ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❡s ❦❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡ s♣✐❡❧t✱ ♦❜ ❞✐❡ ❱♦❧✉♠❡♥❡❧❡♠❡♥t❡ ❞❛❜❡✐ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦❞❡r
✐♥ ❘❡✐❤❡ ❛♥❣❡♦r❞♥❡t s✐♥❞✳
❆✉s ❞✐❡s❡♥ Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥ ❢♦❧❣t✱ ❞❛ss ❡r♠✐tt❡❧t❡ ❑❡♥♥✇❡rt❡ ❢ür s♣rö❞❡ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ❛❜❤ä♥✲
❣✐❣ ✈♦♠ ❱♦❧✉♠❡♥ ❞❡r ❣❡t❡st❡t❡♥ Pr♦❜❡♥ s✐♥❞✳ ■♠ ■❞❡❛❧❢❛❧❧ ❤❛❜❡♥ ❛❧❧❡ Pr♦❜❡♥ ❞❛s ❣❧❡✐❝❤❡
❱♦❧✉♠❡♥✳ ■♥ ❞❡r Pr❛①✐s ✐st ❞✐❡s ♦❢t♠❛❧s ♥✐❝❤t ❣❡❣❡❜❡♥✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❞✐❡ ❡r♠✐tt❡❧t❡♥ ❑❡♥♥✇❡rt❡
❛✉❢ ❡✐♥ ❘❡❢❡r❡♥③✈♦❧✉♠❡♥ V0 ❜❡③♦❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛♠✐t s✐❝❤ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ❉❛t❡♥
♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡♥ ❧❛ss❡♥✳
✹✵ ✹ ❚❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥
✹✳✷✳✷ ❲❡✐❜✉❧❧✲❋❡st✐❣❦❡✐ts✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❢ür ❦❡r❛♠✐s❝❤❡ ❲❡r❦st♦✛❡
❯rs❛❝❤❡ ❞❡s ❙♣rö❞❜r✉❝❤✈❡rs❛❣❡♥s ❦❡r❛♠✐s❝❤❡r ❇❛✉t❡✐❧❡ s✐♥❞ ③✉❢ä❧❧✐❣ ✈❡rt❡✐❧t❡ ❉❡❢❡❦t❡ ✐♠
❲❡r❦st♦✛✳ ❉✐❡ ❉❡❢❡❦t❡ ❡♥tst❡❤❡♥ ❜❡✐ ❦❡r❛♠✐s❝❤❡♥ ❲❡r❦st♦✛❡♥ ✐♥❢♦❧❣❡ ❞❡s ❍❡rst❡❧❧✉♥❣s♣r♦✲
③❡ss❡s✱ ③✳❇✳ ❞❡s ❙✐♥t❡r♥s✳ ❉✐❡s❡ ❋❡❤❧❡r ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❜r✉❝❤♠❡❝❤❛♥✐s❝❤ ❛❧s ▼✐❦r♦r✐ss❡ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✱
✇♦❜❡✐ ●röß❡ ✉♥❞ ❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣ ③✉❢ä❧❧✐❣ s✐♥❞✱ ❞✐❡ ❘✐ss❡ ✐♠ ❇❛✉t❡✐❧ ❣❧❡✐❝❤✈❡rt❡✐❧t s✐♥❞ ✉♥❞ s✐❝❤
❣❡❣❡♥s❡✐t✐❣ ♥✐❝❤t ❜❡❡✐♥✢✉ss❡♥✳ ❊✐♥ ❘✐ss❢♦rts❝❤r✐tt ❛♥ ❡✐♥❡♠ ❞❡r ▼✐❦r♦r✐ss❡ ❢ü❤rt ♥❛❝❤ ❞❡r
❲❡❛❦❡st✲▲✐♥❦✲❚❤❡♦r✐❡ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❱❡rs❛❣❡♥ ❞❡s ❣❡s❛♠t❡♥ ❇❛✉t❡✐❧s✳ ❉❛♠✐t ✐st ❞✐❡ ❋❡st✐❣❦❡✐t
❞❡s ❇❛✉t❡✐❧s ❞✐❡❥❡♥✐❣❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣✱ ❜❡✐ ✇❡❧❝❤❡r ❛♠ ❦r✐t✐s❝❤❡♥ ❆♥r✐ss ❞❛s ❘✐ss✇❛❝❤st✉♠ ❡✐♥✲
s❡t③t✳ ❉✐❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐ts✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡s ❱❡rs❛❣❡♥s ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❋❡st✐❣❦❡✐t ❧ässt
s✐❝❤ ❢ür ❡✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥ ❜❡❧❛st❡t❡s ❇❛✉t❡✐❧ ❞❛♥♥ ✇✐❡ ❢♦❧❣t ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✿
Pf(σ, V ) =

1− exp
[
− V
V0
(
σ − σmin
σ0
)m]
σ > σmin
0 σ ≤ σmin
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❍✐❡r❜❡✐ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞❡r❲❡✐❜✉❧❧✲▼♦❞✉❧ m✱ ❛✉❝❤ ❛❧s ❋♦r♠♣❛r❛♠❡t❡r ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ❞✐❡ ❙tr❡✉✲
✉♥❣ ❞❡r ❋❡st✐❣❦❡✐t✳ ❏❡ ❦❧❡✐♥❡r ❞❡r ❲❡✐❜✉❧❧✲▼♦❞✉❧ ✐st✱ ❞❡st♦ ❣röß❡r ✐st ❞✐❡ ❙tr❡✉✉♥❣✳ ❋ür
❞❡♥ ●r❡♥③ü❜❡r❣❛♥❣ m → ∞ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❦❡✐♥❡ ❙tr❡✉✉♥❣ ♠❡❤r ✉♥❞ σ0 ❡♥ts♣r✐❝❤t ❢ür ❞✐❡s❡♥
●r❡♥③❢❛❧❧ ❞❡r ❇r✉❝❤s♣❛♥♥✉♥❣✳ ■♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡r ▲❛❣❡♣❛r❛♠❡t❡r σ0 ❞❡r ❲❡✐✲
❜✉❧❧✲❋❡st✐❣❦❡✐t✱ ❛✉❝❤ ❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡ ❋❡st✐❣❦❡✐t ❣❡♥❛♥♥t✱ ♠✐t ❡✐♥❡r ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ❆✉s❢❛❧❧✲
✇❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ✈♦♥ ✻✸✱✷✪✱ ✇❡♥♥ V = V0✳ ❉❡r ❱❡rt❡✐❧✉♥❣s♣❛r❛♠❡t❡r σmin ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt
❡✐♥❡ ✉♥t❡r❡ ●r❡♥③❡ ❞❡r ❋❡st✐❣❦❡✐t✱ ✉♥t❡r❤❛❧❜ ❞❡r❡r ❦❡✐♥ ❱❡rs❛❣❡♥ ❛✉❢tr✐tt✳ ■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ✇✐r❞
❞✐❡s❡r P❛r❛♠❡t❡r ❛❧s σmin = ✵ ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥✳ ❉✐❡ ❜❡✐❞❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ❲❡✐❜✉❧❧✲▼♦❞✉❧ ✉♥❞
❲❡✐❜✉❧❧✲❋❡st✐❣❦❡✐t ❤ä♥❣❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ❇r✉❝❤③ä❤✐❣❦❡✐t ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s ✉♥❞ ❞❡r ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r
❉❡❢❡❦t❡ ✐♠ ▼❛t❡r✐❛❧ ❛❜✱ s✐❡❤❡ ❉❛♥③❡r ❬✸✹❪ ♦❞❡r ❉❛♥③❡r ❡t ❛❧✳ ❬✸✽✱ ✹✵❪✳
❲❡♥♥ ❞❛s ❇❛✉t❡✐❧ ♥✐❝❤t ❤♦♠♦❣❡♥ s♦♥❞❡r♥ ♠❡❤r❛❝❤s✐❣ ❜❡❧❛st❡t ✇✐r❞✱ ♠✉ss ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ V
❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❡✛❡❦t✐✈ ❜❡❧❛st❡t❡s ❱♦❧✉♠❡♥ Veff ❡rs❡t③t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣s✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ✐♥ ❞❡r
❇✸❇✲Pr♦❜❡ ❤ä♥❣t s♦✇♦❤❧ ✈♦♥ ❉✐❝❦❡♥✲ ✉♥❞ ❯♠❢❛♥❣sr✐❝❤t✉♥❣ s♦✇✐❡ ✈♦♠ ❘❛❞✐✉s ❛❜✳ ❉❛♠✐t
❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ③✇❡✐♣❛r❛♠❡tr✐❣❡ ❆✉s❢❛❧❧✇❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t✿
Pf(σ, V ) = 1− exp
[
−Veff
V0
(
σ
σV0
)m]
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♠✐t ❡✐♥❡♠ ❘❡❢❡r❡♥③✈♦❧✉♠❡♥ ✈♦♥ V0 = ✶♠♠✸ ✉♥❞ ❞❡♠ ❡✛❡❦t✐✈ ❜❡❧❛st❡t❡♥ ❱♦❧✉♠❡♥ Veff ✱
✇❡❧❝❤❡s ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣s✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ü❜❡r ❞❛s Pr♦❜❡♥✈♦❧✉♠❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t
✇✐r❞✿
Veff =
∫
V
(
σeq
σmax
)m
dV. ✭✹✳✸✶✮
❉❡r P❛r❛♠❡t❡r σmax ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❩✉❣s♣❛♥♥✉♥❣ ✐♠ ❱❡rs✉❝❤✳ ❋ür ❞❡♥ ❇✸❇
✐st ❞✐❡s ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❘❛♥❞s♣❛♥♥✉♥❣ ❛♠ ▼✐tt❡❧♣✉♥❦t ❞❡r Pr♦❜❡♥✉♥t❡rs❡✐t❡✳ ❋ür ❞✐❡ ❇❡✲
r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ➘q✉✐✈❛❧❡♥③s♣❛♥♥✉♥❣ σeq ✐st ❞✐❡ ❲❛❤❧ ❡✐♥❡s ❣❡❡✐❣♥❡t❡♥ ▼❡❤r❛❝❤s✐❣❦❡✐ts❦r✐✲
t❡r✐✉♠s ♥♦t✇❡♥❞✐❣✳ ❉❛♠✐t ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ Pr♦❜❡♥❣❡♦♠❡tr✐❡♥ ✉♥❞ ❙♣❛♥♥✉♥❣s③✉stä♥✲
❞❡ ✐♥❡✐♥❛♥❞❡r ✉♠r❡❝❤♥❡♥✳ ❊s ❣✐❧t ❞✐❡ ❆♥♥❛❤♠❡✱ ❞❛ss ❞✐❡ s✐❝❤ ❡r❣❡❜❡♥❞❡ ❡✐♥❛❝❤s✐❣❡ ❩✉❣✲
➘q✉✐✈❛❧❡♥③s♣❛♥♥✉♥❣ σeq ❞✐❡s❡❧❜❡ s❝❤ä❞✐❣❡♥❞❡❲✐r❦✉♥❣ ✇✐❡ ❞❛s ③✉❣❡❤ör✐❣❡ ♠❡❤r❛❝❤s✐❣❡ ❙♣❛♥✲
♥✉♥❣s❢❡❧❞ ❤❛t✳ ❉❛♥③❡r ❡t ❛❧✳ ❬✸✽❪ ❣❡❜❡♥ ❡✐♥❡♥ Ü❜❡r❜❧✐❝❦ ü❜❡r ❞✐❡ ✐♥ ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ✈❡rs❝❤✐❡✲
❞❡♥❡♥ ▼❡❤r❛❝❤s✐❣❦❡✐ts❦r✐t❡r✐❡♥✱ s✐❡❤❡ ❛✉❝❤ ❇❛t❞♦r❢ ✉✳ ❈r♦s❡ ❬✶✷❪ ♦❞❡r ❚❤✐❡♠❡✐❡r ❡t ❛❧✳
✹✳✷ ❲❡✐❜✉❧❧✲❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ✹✶
❬✶✼✺❪✳ ■♥ ❞❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❆r❜❡✐t s♦❧❧ ❡✐♥ ❣❧♦❜❛❧❡s ❍❛✉♣ts♣❛♥♥✉♥❣s❦r✐t❡r✐✉♠ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r✲
❞❡♥✳ ❊s ❜❡r✉❤t ❛✉❢ ❞❡r ❆♥♥❛❤♠❡✱ ❞❛ss ❛❧❧❡ ❘✐ss♦r✐❡♥t✐❡r✉♥❣❡♥ ♠✐t ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥✲
❧✐❝❤❦❡✐t ❛✉❢tr❡t❡♥✳ ❇❡✐♠ ✧Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❆❝t✐♦♥✧ ✭P■❆✮ ✇✐r❦❡♥ ❞✐❡ ❍❛✉♣ts♣❛♥✲
♥✉♥❣❡♥ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r✱ ✇♦❜❡✐ ♥✉r ♣♦s✐t✐✈❡ ❲❡rt❡ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❊s ❡r❣✐❜t
s✐❝❤
σeq =
m
√
〈σI〉m + 〈σII〉m + 〈σIII〉m ✭✹✳✸✷✮
♠✐t 〈·〉 = 1/2( ·+ | · |) ✉♥❞ ❞❡♥ ❍❛✉♣ts♣❛♥♥✉♥❣❡♥ σI✱ σII✱ σIII ❞❡s ❈❛✉❝❤②✲❙♣❛♥♥✉♥❣st❡♥s♦rs✳
❉❛s ❡✛❡❦t✐✈ ❜❡❧❛st❡t❡ ❱♦❧✉♠❡♥ ✇✐r❞ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❡✐♥❡s ❋❊✲▼♦❞❡❧❧s ❞❡s ❱❡rs✉❝❤❡s ♠✐t ❧✐♥❡❛r✲
❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t✳ ❉✐❡ ✈♦❧✉♠❡♥❜❡③♦❣❡♥❡❲❡✐❜✉❧❧✲❋❡st✐❣❦❡✐t σV0 ✱ ❛✉❝❤
✇❛❤r❡r ❲❡✐❜✉❧❧✲P❛r❛♠❡t❡r ❣❡♥❛♥♥t✱ s✐❡❤❡ ❘❛s❝❤❡ ❬✶✸✺❪✱ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t ❞❡♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ✈❡r✲
s❝❤✐❡❞❡♥❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡r ❉❛t❡♥ ♠✐t ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ Pr♦❜❡♥❣❡♦♠❡tr✐❡♥ ✉♥❞ ✲❜❡❧❛st✉♥❣❡♥✱
❞❛ ❤✐❡r ❞✐❡ ●röß❡♥❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❜❡r❡✐ts ❡❧✐♠✐♥✐❡rt ✇✉r❞❡✳ ❊s ❣✐❧t✿
σV0 = σ0
(
Veff
V0
)1/m
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❋♦❧❣t ❞✐❡ ❘✐ss❣röß❡♥✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❡✐♥❡♠ P♦t❡♥③❣❡s❡t③ ❞❡r ❋♦r♠ f(a) ∼ 1/aλ✱ ❞❛♥♥ ❣✐❧t ❢ür
❞❡♥ ❲❡✐❜✉❧❧✲▼♦❞✉❧ m✿
m = 2(λ− 1). ✭✹✳✸✹✮
■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞✐❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❲❡✐❜✉❧❧✲❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❩✉s❛♠✲
♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❜❡❦❛♥♥t❡r ❉❡❢❡❦t❣röß❡♥✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ✉♥❞ ❞❛r❛✉s r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡r ❙tr❡✉✉♥❣
❞❡r ❋❡st✐❣❦❡✐t✳ ■♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❲❡✐❜✉❧❧✲❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❥❡❞♦❝❤ ③✉r ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ❇❡✲
s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r st❛t✐st✐s❝❤❡♥ ❙tr❡✉✉♥❣ ❞❡r ❋❡st✐❣❦❡✐t ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❚❤❡♦r❡t✐s❝❤ s✐♥❞ ❛✉❝❤ ❛♥✲
❞❡r❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣❡♥ ❞❛❢ür ❞❡♥❦❜❛r✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ✈❡rö✛❡♥t❧✐❝❤t❡♥ ❋❡st✐❣❦❡✐ts❞❛t❡♥
✐♥ ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ♠❡✐st ❛❧s ❲❡✐❜✉❧❧✲✈❡rt❡✐❧t ✈♦r❛✉s❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛♥③❡r ❡t ❛❧✳ ❬✸✽❪ ✇❡✐st
❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❞❛r❛✉❢ ❤✐♥✱ ❞❛ss ❜❡✐ ❞❡♥ ü❜❧✐❝❤❡♥ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✉♠❢ä♥❣❡♥ ✈♦♥ N = ✸✵ ❡✐♥❡ ❯♥t❡r✲
s❝❤❡✐❞✉♥❣ ③✉ ❛♥❞❡r❡♥ st❛t✐st✐s❝❤❡♥ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣❡♥ ♣r❛❦t✐s❝❤ ♥✐❝❤t ♠ö❣❧✐❝❤ ✐st✳ ❋ür ✈❡r❧äss❧✐❝❤❡
❆✉ss❛❣❡♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❡✐♥❡r ❲❡✐❜✉❧❧✲❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ♠üss❡♥ ❡✐♥❡ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤ ❣röß❡r❡ ❆♥③❛❤❧ ❛♥
❱❡rs✉❝❤❡♥ ♠✐t ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ Pr♦❜❡♥✈♦❧✉♠✐♥❛ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✳
❉✐❡ ❙❝❤ät③✉♥❣ ❞❡r ❲❡✐❜✉❧❧✲P❛r❛♠❡t❡r ❡✐♥❡r ❙t✐❝❤♣r♦❜❡ ♠✐t N ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ❡r♠✐tt❡❧t❡♥
❱❡rs❛❣❡♥ss♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ▼❛①✐♠✉♠✲▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞✲▼❡t❤♦❞❡ ✇✐r❞ ✐♠ ♥❛❝❤✲
❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ❡r❧ä✉t❡rt✳
✹✳✷✳✸ P❛r❛♠❡t❡rs❝❤ät③✉♥❣ ♠✐t ❞❡r ▼❛①✐♠✉♠✲▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞✲▼❡t❤♦❞❡
❉✐❡ ▼❛①✐♠✉♠✲▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞✲▼❡t❤♦❞❡ ✭▼▲✲▼❡t❤♦❞❡✮ ❧✐❡❢❡rt ❡✐♥❡ ③✉✈❡r❧äss✐❣❡ P❛r❛♠❡t❡rs❝❤ät✲
③✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ③✇❡✐♣❛r❛♠❡tr✐❣❡♥ ❲❡✐❜✉❧❧✲❱❡rt❡✐❧✉♥❣✳ ❙♣❡③✐❡❧❧ ❜❡✐ ❞❡r ❆✉s✲
✇❡rt✉♥❣ ✈♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❋❡st✐❣❦❡✐ts❞❛t❡♥ ❦❡r❛♠✐s❝❤❡r Prü❢❦ör♣❡r ✇✐r❞ ❞✐❡ ▼▲✲▼❡t❤♦❞❡
✈♦♥ ❞❡r ❉■◆ ❊◆ ✽✹✸✲✺ ❬✹✸❪ ❢❡st❣❡❧❡❣t✳ ❊s ✇✐r❞ ❡♠♣❢♦❤❧❡♥✱ ❡✐♥❡ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡ ♠✐t ♠✐♥❞❡st❡♥s
N = ✸✵ ❉❛t❡♥♣✉♥❦t❡♥ ③✉ ❛♥❛❧②s✐❡r❡♥✳ ■♥ ❞❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❆r❜❡✐t ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ❞❛❜❡✐ ✉♠
❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ❡r♠✐tt❡❧t❡ ❱❡rs❛❣❡♥ss♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ❛✉s ❞❡♠ ❇✸❇✲❱❡rs✉❝❤✳ ❉✐❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r
▼▲✲▼❡t❤♦❞❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡ s♦❧❝❤❡ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡ σi ♠✐t i = 1, ..., N ✉♥t❡r ❆♥♥❛❤♠❡ ❡✐♥❡r ❲❛❤rs❝❤❡✐♥✲
❧✐❝❤❦❡✐ts✈❡rt❡✐❧✉♥❣✱ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ❞❡r❲❡✐❜✉❧❧✲❱❡rt❡✐❧✉♥❣✱ ❢ü❤rt ③✉ P❛r❛♠❡t❡rs❝❤ät③✇❡rt❡♥✱
❢ür ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ❞❡r ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥❡♥ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ♠❛①✐♠❛❧ ✇✐r❞✳ ❉❛♠✐t ❡r❣❡✲
✹✷ ✹ ❚❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥
❜❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥❞❡♥ ❙❝❤ät③✇❡rt❡✱ ❛❧s♦ ❞❡r ❲❡✐❜✉❧❧✲▼♦❞✉❧ mˆ ✉♥❞ ❞✐❡ ❝❤❛r❛❦t❡✲
r✐st✐s❝❤❡ ❋❡st✐❣❦❡✐t σˆ0✱ ✇❡❧❝❤❡ ❡❜❡♥❢❛❧❧s st❛t✐st✐s❝❤ ✈❡rt❡✐❧t❡ ❩✉❢❛❧❧s❣röß❡♥ s✐♥❞✳ ❩✉❡rst ✇✐r❞
❞✐❡ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞✲❋✉♥❦t✐♦♥ Li ❣❡❜✐❧❞❡t✱ ❞✐❡ ✈♦♥ ❞❡r ●r✉♥❞❣❡s❛♠t❤❡✐t ❞❡r ❉❛t❡♥ ✉♥❞ ❞❡r P❛✲
r❛♠❡t❡r ❛❜❤ä♥❣t✱ s✐❡❤❡ ❙♦❧t②s✐❛❦ ❬✶✺✾❪✳ ❊✐♥❡ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ▼▲✲▼❡t❤♦❞❡
s♦✇✐❡ ❛♥❞❡r❡r P❛r❛♠❡t❡rs❝❤ät③❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ s✐♥❞ ✐♥ ❘✐♥♥❡ ❬✶✸✾❪ ③✉ ✜♥❞❡♥✳
❉✐❡ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞✲❋✉♥❦t✐♦♥ Li ❡✐♥❡r ❇r✉❝❤❢❡st✐❣❦❡✐ts✲❙t✐❝❤♣r♦❜❡ ❢ür ❡✐♥❡ ③✇❡✐♣❛r❛♠❡tr✐❣❡
❲❡✐❜✉❧❧✲❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❧❛✉t❡t✿
Li =
N∏
i=1
(
m
σ0
)(
σi
σ0
)m−1
exp
(
−
(
σi
σ0
)m)
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❋ür ❞❡♥ ✇❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤st❡♥ P❛r❛♠❡t❡rs❛t③ ✇✐r❞ ❞✐❡s❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❡✐♥ ▼❛①✐♠✉♠ ❛♥♥❡❤♠❡♥✱
❣❡♥❛✉s♦ ✇✐❡ ❞✐❡ ▲♦❣✲▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞✲❋✉♥❦t✐♦♥ L = lnLi✳ ❩✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡s ▼❛①✐♠✉♠s ❞❡r
❋✉♥❦t✐♦♥ ✇✐r❞ L ♣❛rt✐❡❧❧ ♥❛❝❤ ❞❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥ m ✉♥❞ σ0 ❛❜❣❡❧❡✐t❡t ✉♥❞ ♠✐t ◆✉❧❧ ❣❧❡✐❝❤❣❡✲
s❡t③t✳ ❉✐❡s ❢ü❤rt ③✉ ❢♦❧❣❡♥❞❡♠ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♠ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠✿
N∑
i=1
σmˆi ln σi
N∑
i=1
σmˆi
− 1
N
N∑
i=1
ln σi − 1
mˆ
= 0
1
N
N∑
i=1
σmˆi − σˆmˆ0 = 0.
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❉❛s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠ ✇✐r❞ ♥✉♠❡r✐s❝❤ ✐t❡r❛t✐✈ ❣❡❧öst ✉♥❞ ❧✐❡❢❡rt ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❙❝❤ät③♣❛r❛♠❡✲
t❡r✳ ❋ür ❜❡✐❞❡ P❛r❛♠❡t❡r ✇❡r❞❡♥ ❛✉❢❣r✉♥❞ ✈♦♥ st❛t✐st✐s❝❤❡r ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ♦❜❡r❡ ✉♥❞ ✉♥t❡r❡
●r❡♥③❡♥ ❞❡r ❑♦♥✜❞❡♥③✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❥❡ ♥❛❝❤ ❣❡✇ä❤❧t❡♠ ❱❡rtr❛✉❡♥s❜❡r❡✐❝❤ ❜❡r❡❝❤♥❡t✿
Cu = σˆ0 exp
(
− tu
mˆ
)
Cl = σˆ0 exp
(
− tl
mˆ
)
Du =
mˆ
lu
Dl =
mˆ
ll
.
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❉✐❡ ❲❡rt❡ ❢ür tu✱ tl✱ lu ✉♥❞ ll s✐♥❞ ✐♥ ❉■◆ ❊◆ ✽✹✸✲✺ ❬✹✸❪ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡s ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥✲
✉♠❢❛♥❣s N s♦✇✐❡ ❞❡s ❱❡rtr❛✉❡♥s♥✐✈❡❛✉s t❛❜❡❧❧✐❡rt✳
❋ür ❞❡♥ ❙❝❤ät③✇❡rt ❞❡s ❲❡✐❜✉❧❧✲▼♦❞✉❧s mˆ ❢ü❤rt ❞✐❡ ▼▲✲▼❡t❤♦❞❡ ③✉ ❡✐♥❡r s②st❡♠❛t✐✲
s❝❤❡♥ Ü❜❡rs❝❤ät③✉♥❣✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❡✐♥ ❑♦rr❡❦t✉r❢❛❦t♦r bcor ✐♥ ❞❡r ❋♦r♠
mˆcor = mˆ bcor ✭✹✳✸✽✮
❡✐♥❣❡❢ü❤rt ✇✐r❞✳ ■♥ ❉■◆ ❊◆ ✽✹✸✲✺ ❬✹✸❪ ✐st ❞✐❡s❡r ❑♦rr❡❦t✉r❢❛❦t♦r ❢ür ❡✐♥❡ ❆✉s✇❛❤❧ ❛♥ ❙t✐❝❤✲
♣r♦❜❡♥♠❡♥❣❡♥ N ❛✉❢❣❡❧✐st❡t✱ ❦❛♥♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈ ❛❜❡r ❢ür 5 ≤ N ≤ 120 ♠✐t
bcor(N) = 1− 1,593145N−1,046958 ✭✹✳✸✾✮
✹✳✷ ❲❡✐❜✉❧❧✲❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ✹✸
❛♣♣r♦①✐♠✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳
❉✐❡ ❣r❛✜s❝❤❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ✉♥❞ ❞❡r ❡r♠✐tt❡❧t❡♥ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣s✲
♣❛r❛♠❡t❡r ❡r❢♦❧❣t ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❲❡✐❜✉❧❧✲❉✐❛❣r❛♠♠✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞
ln ln(1/(1 − Pf)) ❛❧s ❖r❞✐♥❛t❡ ü❜❡r ❞❡r ❆❜s③✐ss❡ ln σ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉❛s ❢ü❤rt ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❲❡✐✲
❜✉❧❧✲❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ③✉ ❡✐♥❡r ●❡r❛❞❡♥ ♠✐t ❞❡♠ ❆♥st✐❡❣ m✱ ❛✉❢ ✇❡❧❝❤❡r ❞❡r P✉♥❦t (ln σ0, 0) ❧✐❡❣t✳
❋ür ❡✐♥❡ ❦♦♥❦r❡t❡ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡ ✈♦♥ ❇r✉❝❤❢❡st✐❣❦❡✐ts❞❛t❡♥ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ●❡r❛❞❡ ♠✐t ❞❡♥ ❡r♠✐tt❡❧✲
t❡♥ ✉♥❞ ③✉♠ ❚❡✐❧ ❦♦rr✐❣✐❡rt❡♥ ❙❝❤ät③♣❛r❛♠❡t❡r♥ mˆcor ✉♥❞ σˆ0 ❣❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❩✉sät③❧✐❝❤ ✇❡r❞❡♥
❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❲❡rt❡ ❛❧s ❉❛t❡♥♣✉♥❦t❡ ❡✐♥❣❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉❛③✉ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❱❡rs✉❝❤s❞❛t❡♥ ♥❛❝❤
st❡✐❣❡♥❞❡r ❱❡rs❛❣❡♥ss♣❛♥♥✉♥❣ s♦rt✐❡rt ✉♥❞ ❛✉❢st❡✐❣❡♥❞ ✈♦♥ i = 1 ❜✐s N ❞✉r❝❤♥✉♠♠❡r✐❡rt✳
❏❡❞❡♠ σi ✇✐r❞ ❞❛♥♥ ❡✐♥❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❆✉s❢❛❧❧✇❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t Pfi ♠✐tt❡❧s ▼❡❞✐❛♥✲❘❛♥❣✲
❙❝❤ät③✈❡r❢❛❤r❡♥ ③✉❣❡♦r❞♥❡t✳ ❇❡r❣♠❛♥ ❬✶✻❪ ✉♥❞ ❙✉❧❧✐✈❛♥ ✉✳ ▲❛✉③♦♥ ❬✶✻✾❪ ❣❡❜❡♥ ❡✐♥❡♥
❱❡r❣❧❡✐❝❤ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r s♦❧❝❤❡r ▼❡❞✐❛♥✲❘❛♥❣✲❙❝❤ät③✈❡r❢❛❤r❡♥✳ ❉✐❡ ❉■◆ ❊◆ ✽✹✸✲✺ ❬✹✸❪ s❝❤❧ä❣t
Pfi =
i− 0,5
N
✭✹✳✹✵✮
✈♦r✱ ✐♥ ❞❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❆r❜❡✐t ✇✐r❞
Pfi =
i− 0,3
N + 0,4
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✈❡r✇❡♥❞❡t✳
❉❡r ◆❛❝❤t❡✐❧ ❞✐❡s❡r ❧♦❣❛r✐t❤♠✐s❝❤❡♥ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ✐st✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥
❉❛t❡♥♣✉♥❦t❡ ✈♦♥ ❞❡r ❲❡✐❜✉❧❧✲●❡r❛❞❡ ♥✉r s❝❤✇✐❡r✐❣ ❡r❢❛sst ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡
❢ür ❦❧❡✐♥❡ ❱❡rs❛❣❡♥s✇❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❡rs❝❤❡✐♥❡♥ ❞✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ s❡❤r ❣r♦ß✳ ❆✉s ❞✐❡✲
s❡♠ ●r✉♥❞ ✇✐r❞ ✐♥ ❞❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❆r❜❡✐t ❛✉❝❤ ❡✐♥❡ ♥✐❝❤t✲❧♦❣❛r✐t❤♠✐s❝❤❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r
❉❛t❡♥♣✉♥❦t❡ ✉♥❞ ❞❡r ❡r♠✐tt❡❧t❡♥ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣s❢✉♥❦t✐♦♥ ❛❧s ❙✉♠♠❡♥❤ä✉✜❣❦❡✐t ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t✳
✹✹ ✹ ❚❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥
✹✳✸ ▲✐♥❡❛r✲❡❧❛st✐s❝❤❡ ❇r✉❝❤♠❡❝❤❛♥✐❦
◆❡❜❡♥ ❞❡r ❈❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❋❡st✐❣❦❡✐t ❞❡r ❦❡r❛♠✐s❝❤❡♥ ❲❡r❦st♦✛❡ s♦❧❧ ❛✉❝❤ ❡✐♥❡ ❜r✉❝❤✲
♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❇❡✇❡rt✉♥❣ ❡r❢♦❧❣❡♥✳ ❍✐❡r③✉ s✐♥❞ ●r✉♥❞❦❡♥♥t♥✐ss❡ ❞❡r ❧✐♥❡❛r✲❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❇r✉❝❤✲
♠❡❝❤❛♥✐❦ ♥♦t✇❡♥❞✐❣✳
❉✐❡ ❧✐♥❡❛r✲❡❧❛st✐s❝❤❡ ❇r✉❝❤♠❡❝❤❛♥✐❦ ✭▲❊❇▼✮ ❜❡❢❛sst s✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ❦♦♥t✐♥✉✉♠s♠❡❝❤❛♥✐✲
s❝❤❡♥ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ✈♦♥ ❘✐ss❡♥ ✐♥ ❧✐♥❡❛r✲❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❑ör♣❡r♥✳ ❉❛s ❣❡s❛♠t❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣s✈❡r✲
❤❛❧t❡♥ ❞❡s ❑ör♣❡rs ✇✐r❞ ♠✐t ❞❡♠ ❍♦♦❦❡s❝❤❡♥ ●❡s❡t③ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❉✐❡ ▼♦❞❡❧❧❛♥♥❛❤♠❡♥
s✐♥❞ ✐♥ ❆❧t❡♥❜❛❝❤ ❡t ❛❧✳ ❬✹❪✱ ●r♦ss ❡t ❛❧✳ ❬✻✸❪ s♦✇✐❡ ❑✉♥❛ ❬✽✻❪ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤ ❡r❧ä✉t❡rt✳
❉❡r ❘✐ss t❡✐❧t ❞❡♥ ❑ör♣❡r✱ ✇♦❜❡✐ ③✇❡✐ ❘✐ss✉❢❡r ✭✷❉✮ ❜③✇✳ ❘✐ss♦❜❡r✢ä❝❤❡♥ ✭✸❉✮ ❡♥tst❡❤❡♥✱
✇❡❧❝❤❡ ❛♥ ❞❡r ❘✐ss❢r♦♥t ③✉s❛♠♠❡♥❧❛✉❢❡♥✳ ❍✐❡r❜❡✐ ✇✐r❞ ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ ✐❞❡❛❧ s❝❤❛r❢❡
❘✐sss♣✐t③❡ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❑rü♠♠✉♥❣sr❛❞✐✉s ρ = 0 ✈♦r❧✐❡❣t✳ ❏❡ ♥❛❝❤❞❡♠✱ ✇❡❧❝❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❇❡✇❡✲
❣✉♥❣ ❞✐❡ ❘✐ss✉❢❡r ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❡✐♥♥❡❤♠❡♥✱ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❞r❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❘✐ssö✛♥✉♥❣s♠♦❞❡♥
✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✿
❼ ▼♦❞✉s ■ ✭Ö✛♥✉♥❣s♠♦❞✉s✮✿ ❉❡r ❘✐ss ö✛♥❡t s✐❝❤ s❡♥❦r❡❝❤t ③✉r ❘✐ss❡❜❡♥❡✳
❼ ▼♦❞✉s ■■ ✭❊❜❡♥❡r ❙❝❤❡r♠♦❞✉s✮✿ ❉✐❡ ❘✐ss✉❢❡r ✈❡rs❝❤✐❡❜❡♥ s✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡r ❊❜❡♥❡ s❡♥❦r❡❝❤t
③✉r ❘✐ss❢r♦♥t✳
❼ ▼♦❞✉s ■■■ ✭◆✐❝❤t❡❜❡♥❡r ❙❝❤❡r♠♦❞✉s✮✿ ❉✐❡ ❘✐ss✉❢❡r ✈❡rs❝❤✐❡❜❡♥ s✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡r ❊❜❡♥❡
♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉r ❘✐ss❢r♦♥t✳
❆❧❧❡ ❞r❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❘✐ssö✛♥✉♥❣s♠♦❞❡♥ s✐♥❞ s❝❤❡♠❛t✐s❝❤ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✺ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳
Modus I Modus II Modus III
❆❜❜✳ ✹✳✺✿ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r ❘✐ssö✛♥✉♥❣s♠♦❞❡♥
✹✳✸✳✶ ❑♦♥③❡♣t ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣s✐♥t❡♥s✐täts❢❛❦t♦r❡♥
❊s ❧ässt s✐❝❤ ③❡✐❣❡♥✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ ❛s②♠♣t♦t✐s❝❤❡ ▲ös✉♥❣ ❞❡s ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲✱ ❱❡r③❡rr✉♥❣s✲ ✉♥❞
❙♣❛♥♥✉♥❣s❢❡❧❞❡s ❞❡r ❘✐sss♣✐t③❡♥✉♠❣❡❜✉♥❣ ❡①✐st✐❡rt✱ s✐❡❤❡ ❑✉♥❛ ❬✽✻❪✳ ❉✐❡s❡s ❘✐sss♣✐t③❡♥✲
❢❡❧❞✱ s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✻✱ ✇❡✐st ❡✐♥❡ ❙✐♥❣✉❧❛r✐tät ✈♦♠ ❚②♣ 1/
√
r ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❱❡r✲
③❡rr✉♥❣❡♥ ❜❡✐ ❆♥♥ä❤❡r✉♥❣ ❛♥ ❞✐❡ ❘✐sss♣✐t③❡ ❛✉❢✳ ❋ür ❡✐♥❡ ▼♦❞✉s✲■✲❇❡❧❛st✉♥❣ ❧ässt s✐❝❤ ❞❛s
✹✳✸ ▲✐♥❡❛r✲❡❧❛st✐s❝❤❡ ❇r✉❝❤♠❡❝❤❛♥✐❦ ✹✺
❙♣❛♥♥✉♥❣s✲ ✉♥❞ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s❢❡❧❞ ❛♥ ❞❡r ❘✐sss♣✐t③❡ ❛❧s ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡s ❙♣❛♥♥✉♥❣s✐♥t❡♥✲
s✐täts❢❛❦t♦rs KI ✉♥❞ ❡✐♥❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s❧♦s❡♥ ❲✐♥❦❡❧❢✉♥❦t✐♦♥ fij(θ) ❜③✇✳ gi(θ) ❞❛rst❡❧❧❡♥✿
σij =
KI√
2pir
fij(θ) ui =
KI
2G
√
r
2pi
gi(θ). ✭✹✳✹✷✮
❍✐❡r❜❡✐ ✐st G ❞❡r ❙❝❤✉❜♠♦❞✉❧ ♠✐t
G =
E
2(1 + ν)
. ✭✹✳✹✸✮
x1 
x2
r 
θ
❆❜❜✳ ✹✳✻✿ ◆❛❤❢❡❧❞ ❛♥ ❞❡r ❘✐sss♣✐t③❡ ✐♥ ❦❛rt❡s✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ P♦❧❛r❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ♥❛❝❤ ●r♦ss ✉✳ ❙❡❡❧✐❣ ❬✻✹❪
❆♥❛❧♦❣ ③✉r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✹✳✹✷✮ ❧ässt s✐❝❤ ❢ür ▼♦❞✉s ■■ ✉♥❞ ■■■ ❡✐♥ ä❤♥❧✐❝❤❡r ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣
❢ür ❞❛s ❛s②♠♣t♦t✐s❝❤❡ ◆❛❤❢❡❧❞ ✜♥❞❡♥✳ ❉✐❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s❧♦s❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ✐♥ ❍❛♥❞❜ü✲
❝❤❡r♥✱ s✐❡❤❡ ●r♦ss ✉✳ ❙❡❡❧✐❣ ❬✻✹❪ ♦❞❡r ❑✉♥❛ ❬✽✻❪✱ ♥❛❝❤❣❡s❝❤❧❛❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✳
❉✐❡ ❡①♣❧✐③✐t❡ ◆❛❤❢❡❧❞❧ös✉♥❣ ❢ür ▼♦❞✉s ■ ✇✐r❞ ✐♠ ❉❡t❛✐❧ ✈♦♥ ❑✉♥❛ ❬✽✻❪ ❤❡r❣❡❧❡✐t❡t ✉♥❞
❧❛✉t❡t✿ 

σ11
σ22
τ12

 =
KI√
2pir
cos(θ/2)


1− sin(θ/2) sin(3θ/2)
1 + sin(θ/2) sin(3θ/2)
sin(θ/2) cos(3θ/2)

 . ✭✹✳✹✹✮
❉❛s ③✉❣❡❤ör✐❣❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s❢❡❧❞✱ ✇❡❧❝❤❡s ❞✐❡ ♣❛r❛❜❡❧❢ör♠✐❣❡ ❘✐ssö✛♥✉♥❣ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r
Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐tät ③✉r ❲✉r③❡❧ ❛✉s ❞❡♠ ❆❜st❛♥❞ ❞❡r ❘✐sss♣✐t③❡
√
r ❜❡s❝❤r❡✐❜t✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛❧s✿
 u1u2

 = KI2G
√
r
2pi

 cos(θ/2) [κ− cos(θ)]sin(θ/2) [κ− cos(θ)]

 ✭✹✳✹✺✮
♠✐t ❞❡r ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❑♦♥st❛♥t❡♥ κ = (3−ν)/(1+ν) ❢ür ❞❡♥ ❡❜❡♥❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣s③✉st❛♥❞ ✭❊❙❩✮
✉♥❞ κ = 3− 4ν ❢ür ❞❡♥ ❡❜❡♥❡♥ ❱❡r③❡rr✉♥❣s③✉st❛♥❞ ✭❊❱❩✮✳
✹✻ ✹ ❚❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥
❯♠ ❛✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♥ ❞❡r ❘✐sss♣✐t③❡♥❜❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣ ❡✐♥ ❇r✉❝❤❦r✐t❡r✐✉♠ ③✉ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✱ s❝❤❧✉❣
■r✇✐♥ ❬✼✻❪ ❞❛s ❑♦♥③❡♣t ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣s✐♥t❡♥s✐täts❢❛❦t♦r❡♥ ✈♦r✳ ❉❛♠✐t ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❘✐ss♣r♦✲
❜❧❡♠❡ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡s ❙♣❛♥♥✉♥❣s✐♥t❡♥s✐täts❢❛❦t♦rs ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✿
KI = KI(●❡♦♠❡tr✐❡✱ ❇❡❧❛st✉♥❣✱ ▼❛t❡r✐❛❧✱ ❘✐ss)
= σn
√
pia Y (●❡♦♠❡tr✐❡✱ ▼❛t❡r✐❛❧).
✭✹✳✹✻✮
❉❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣s✐♥t❡♥s✐täts❢❛❦t♦r ✐st ❞❡♠♥❛❝❤ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❘✐ss❧ä♥❣❡ a ✉♥❞ ❞❡r ◆❡♥♥✲
s♣❛♥♥✉♥❣ σn ♠✐t ❡✐♥❡r ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❘✐ss❣❡♦♠❡tr✐❡ ✉♥❞ ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥✲
s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s✳ ❉❡r ■♥❞❡① ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡♠ ❘✐ssö✛♥✉♥❣s♠♦❞✉s✳ ❋ür ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❇❡✲
❧❛st✉♥❣s❛rt❡♥ ✉♥❞ ❘✐ss❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❡♥ ❣✐❜t ❡s ▲ös✉♥❣❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♥ ❍❛♥❞❜ü❝❤❡r♥ ❞❛r❣❡st❡❧❧t
s✐♥❞✱ s✐❡❤❡▼✉r❛❦❛♠✐ ❬✶✶✵❪✱ ❘♦♦❦❡ ✉✳ ❈❛rt✇r✐❣❤t ❬✶✹✵❪✱ ❚❛❞❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✼✷❪ ♦❞❡r ❚❤❡✐✲
❧✐❣ ❬✶✼✹❪✳ ❋ür ❞❡♥ ●r✐❢❢✐t❤✲❘✐ss✱ ❛❧s♦ ❡✐♥❡♠ ❣❡r❛❞❡♥ ❘✐ss ❞❡r ▲ä♥❣❡ 2a ✐♥ ❡✐♥❡r ✉♥❡♥❞❧✐❝❤
❛✉s❣❡❞❡❤♥t❡♥ ❙❝❤❡✐❜❡ ♠✐t ❡✐♥❡r r❡✐♥❡♥ ▼♦❞✉s✲■✲❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ●❡♦♠❡✲
tr✐❡❢✉♥❦t✐♦♥ Y = 1✳ ❉❡r ❦r❡✐s❢ör♠✐❣❡ ✔♣❡♥♥②✲s❤❛♣❡❞✓✲❘✐ss ♠✐t ❘❛❞✐✉s a ❤❛t ❡✐♥❡ ●❡♦♠❡✲
tr✐❡❢✉♥❦t✐♦♥ ✈♦♥ Y = 2/pi✳
❉❛s ❇r✉❝❤❦r✐t❡r✐✉♠ ❞❡s ❑♦♥③❡♣t❡s ❧❛✉t❡t s❝❤❧✐❡ß❧✐❝❤✿
KI = KIc. ✭✹✳✹✼✮
❉✐❡ ❧✐♥❦❡ ❙❡✐t❡ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✹✳✹✼✮ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞✐❡ ❜r✉❝❤♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣✱ ✇♦✲
❤✐♥❣❡❣❡♥ ❞✐❡ r❡❝❤t❡ ❙❡✐t❡ ❞❡♠ ▼❛t❡r✐❛❧✇✐❞❡rst❛♥❞ ❣❡❣❡♥ ❘✐ss❛✉s❜r❡✐t✉♥❣ ❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ❉✐❡
❇r✉❝❤③ä❤✐❣❦❡✐t KIc ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s ❧ässt s✐❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ❜❡st✐♠♠❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✐st ❡s ü❜❧✐❝❤✱
❡✐♥❡♥ ❞❡✜♥✐❡rt❡♥ ❇r✉❝❤✈❡rs✉❝❤ ❛♥ ❡✐♥❡♠ Prü❢❦ör♣❡r ♠✐t s❝❤❛r❢❡♥ ❆♥r✐ss ❞✉r❝❤③✉❢ü❤r❡♥✳
✹✳✸✳✷ ❉❛s J✲■♥t❡❣r❛❧
❉❛s J✲■♥t❡❣r❛❧ ✐st ❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ❜r✉❝❤♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❣röß❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ✈♦♥ ❈❤❡r❡✲
♣❛♥♦✈ ❬✷✼❪ ❛❧s ❛✉❝❤ ❘✐❝❡ ❬✶✸✽❪ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r ❡✐♥❣❡❢ü❤rt ✇✉r❞❡✳ ❊s ❜❡s❝❤r❡✐❜t
❞✐❡ ❢r❡✐✇❡r❞❡♥❞❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡♥ ❘✐ss❛✉s❜r❡✐t✉♥❣ ✉♥❞ ✜♥❞❡t s♦✇♦❤❧ ✐♥ ❞❡r
▲❊❇▼ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞❡r ❡❧❛st✐s❝❤✲♣❧❛st✐s❝❤❡♥ ❇r✉❝❤♠❡❝❤❛♥✐❦ ✭❊P❇▼✮ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣✳ ❉❛s ✐♥ ❆❜✲
❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✼ ❞❛r❣❡st❡❧❧t❡ J✲■♥t❡❣r❛❧ ✐st ❛❧s ❡❜❡♥❡s ▲✐♥✐❡♥✐♥t❡❣r❛❧ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡s ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥
■♥t❡❣r❛t✐♦♥s✇❡❣❡s Γ✱ ✇❡❧❝❤❡r ✉♠ ❞✐❡ ❘✐sss♣✐t③❡ ✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤ ♣♦s✐t✐✈❡r ❘✐❝❤t✉♥❣ ✈♦♠
✉♥t❡r❡♥ ❘✐ss✉❢❡r Γ− ③✉♠ ♦❜❡r❡♥ ❘✐ss✉❢❡r Γ+ ♠✐t ❞❡♠ ♥❛❝❤ ❛✉ß❡♥ ❣❡r✐❝❤t❡t❡♥ ◆♦r♠❛❧❡♥❡✐♥✲
❤❡✐ts✈❡❦t♦r nj ✈❡r❧ä✉❢t✱ ❞❡✜♥✐❡rt✿
J =
∫
Γ
(
Udx2 − ti ∂ui
∂x1
ds
)
. ✭✹✳✹✽✮
❉❡r ❙❝❤♥✐tts♣❛♥♥✉♥❣s✈❡❦t♦r ti = σijnj ✇✐r❦t ✈♦♥ ❛✉ß❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❑✉r✈❡ Γ✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❘✐s✲
s✉❢❡r s♣❛♥♥✉♥❣s❢r❡✐ s✐♥❞✳ ❉❛s J✲■♥t❡❣r❛❧ ✐st ❞❛♠✐t ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❋♦r♠ä♥❞❡r✉♥❣s❡♥❡r✲
❣✐❡ U ✱ ❞❡s ❙❝❤♥✐tts♣❛♥♥✉♥❣s✈❡❦t♦rs ✉♥❞ ❞❡r ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡s ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✈❡❦t♦rs ❧ä♥❣s ❞❡s
■♥t❡❣r❛t✐♦♥s✇❡❣❡s✱ ✇♦❜❡✐ ❞❛s ❲❡❣❡❧❡♠❡♥t ♠✐t ds =
√
dx21 + dx
2
2 ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇✐r❞✳ ❋ür ❡✐♥
❧✐♥❡❛r✲❡❧❛st✐s❝❤❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ❣✐❧t✿
U =
1
2
εijσij. ✭✹✳✹✾✮
✹✳✸ ▲✐♥❡❛r✲❡❧❛st✐s❝❤❡ ❇r✉❝❤♠❡❝❤❛♥✐❦ ✹✼
❉❛s J✲■♥t❡❣r❛❧ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t ❢ür ❡✐♥ r✐ss❢r❡✐❡s ●❡❜✐❡t ✉♥❞ ✐st ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♠ ❣❡✇ä❤❧t❡♥
■♥t❡❣r❛t✐♦♥s♣❢❛❞✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❲❡❣✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❦❛♥♥ ❜❡✐ ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡s J✲■♥t❡❣r❛❧s
❡✐♥ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥s♣❢❛❞ ❛✉ß❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❘✐sss♣✐t③❡♥♥❛❤❢❡❧❞❡s ❣❡✇ä❤❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛♠✐t ❧❛ss❡♥ s✐❝❤
❜❡✐ ❞❡r ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ♠✐tt❡❧s ❋❊▼ ❛✉❝❤ ❢ür ❡✐♥❡ ❣r♦❜❡ ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ ❞✐❡s❡s ◆❛❤✲
❢❡❧❞❡s ✉♥❞ ❦❡✐♥❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ s♣❡③✐❡❧❧❡r ❘✐sss♣✐t③❡♥❡❧❡♠❡♥t❡ ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ ❣❡♥❛✉❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡
❡r♠✐tt❡❧♥✳
Riss
.
Γ
dsx2
Γ−
Γ+
nj 
 x1
ti
❆❜❜✳ ✹✳✼✿ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ✇❡❣✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ J✲■♥t❡❣r❛❧s ❛❧s ❡❜❡♥❡s ▲✐♥✐❡♥✐♥t❡❣r❛❧ ✉♠ ❞✐❡ ❘✐sss♣✐t③❡
❋ür ❡✐♥ ✭♥✐❝❤t✮❧✐♥❡❛r✲❡❧❛st✐s❝❤❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ✐st ❞❡r ❲❡rt ❞❡s J✲■♥t❡❣r❛❧s ✐❞❡♥t✐s❝❤
♠✐t ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡❢r❡✐s❡t③✉♥❣sr❛t❡ GI✳ ❉❛♠✐t ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ▲❊❇▼ ❡✐♥❡ ❡✐♥❢❛❝❤❡ ❇❡③✐❡✲
❤✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ J✲■♥t❡❣r❛❧ ✉♥❞ ❞❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣s✐♥t❡♥s✐täts❢❛❦t♦r❡♥✳ ❋ür ❡✐♥❡ r❡✐♥❡ ▼♦❞✉s✲■✲
❇❡❧❛st✉♥❣ ❣✐❧t✿
J = GI =
K2I
E ′
✭✹✳✺✵✮
♠✐t
E ′ =


E ❢ür ❞❡♥ ❊❙❩
E
1− ν2 ❢ür ❞❡♥ ❊❱❩
. ✭✹✳✺✶✮
❉❡♠③✉❢♦❧❣❡ ❧ässt s✐❝❤ ❞✐❡ ❜r✉❝❤♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣ ❞❡s J✲■♥t❡❣r❛❧s ✉♥❞ ❞❡s K✲
❑♦♥③❡♣ts ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❑♦♥st❛♥t❡♥ ✐♥❡✐♥❛♥❞❡r ✉♠r❡❝❤♥❡♥✳ ❇❡✐❞❡ ❑♦♥③❡♣t❡ ❡✐❣♥❡♥
s✐❝❤ ③✉r ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ❡✐♥❡s äq✉✐✈❛❧❡♥t❡♥ ❇r✉❝❤❦r✐t❡r✐✉♠s ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ▲❊❇▼✳
✹✽ ✹ ❚❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥
✹✳✹ ❈❤❡✈r♦♥✲❣❡❦❡r❜t❡ Pr♦❜❡♥
❯♠ ❞✐❡ ❇r✉❝❤③ä❤✐❣❦❡✐t KIc ❡✐♥❡s s♣rö❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧s ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✱ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❱✐❡r✲P✉♥❦t✲
❇✐❡❣❡♣rü❢✉♥❣ ♠✐t ❈❤❡✈r♦♥✲❣❡❦❡r❜t❡♥ Pr♦❜❡♥ ❡✐♥❣❡s❡t③t✳ ❱❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❑♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❡♥ ✈♦♥
❈❤❡✈r♦♥✲❣❡❦❡r❜t❡♥ Pr♦❜❡♥ s✐♥❞ ✐♥ ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ❡r❧ä✉t❡rt✱ ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞✐❡ ❦✉r③❡ ❘❡❝❤t❡❝❦✲
♣r♦❜❡ ✐♥ ❇❛r❦❡r ❬✶✵❪ ✉♥❞▼✉♥③ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✻❪ ♦❞❡r ❞✐❡ ❦✉r③❡ ❘✉♥❞♣r♦❜❡ ✐♥ ❇❛r❦❡r ❬✾❪ ✉♥❞
▼✉♥③ ❬✶✵✺❪ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❱✐❡r✲P✉♥❦t✲❇✐❡❣❡♣r♦❜❡✱ ✇❡❧❝❤❡♥ ✈♦♥ ▼✉♥③ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✼❪ ❜❡s❝❤r✐❡✲
❜❡♥ ✇✐r❞✳ ❉✐❡ ❞r❡✐❡❝❦✐❣✲❣❡❢♦r♠t❡ ❈❤❡✈r♦♥✲❑❡r❜❡✱ ❞✐❡ ✐♥ ❞✐❡ Pr♦❜❡ ❡✐♥❣❡❜r❛❝❤t ✇✐r❞✱ ❜✐❡t❡t
❢♦❧❣❡♥❞❡ ❱♦rt❡✐❧❡✿ ❊rst❡♥s ✐st ❦❡✐♥ ❆♥r✐ss ♥♦t✇❡♥❞✐❣✱ ✇❡✐❧ s✐❝❤ ❜❡✐♠ ❇❡❧❛st❡♥ ❛✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♥
❞❡r ❙♣✐t③❡ ❞❡r ❑❡r❜❡ ❡✐♥ s❝❤❛r❢❡r ❘✐ss ❡♥t✇✐❝❦❡❧t✳ ❋❡r♥❡r ✐st ❦❡✐♥❡ ❘✐ss❧ä♥❣❡♥✲▼❡ss✉♥❣ ❡r❢♦r✲
❞❡r❧✐❝❤✱ ❞❛ ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❑r❛❢t ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ ✐st✱ ✉♠ ❞✐❡ ❇r✉❝❤③ä❤✐❣❦❡✐t ♥❛❝❤ ❞❡r Prü❢✉♥❣ ❞❡r
Pr♦❜❡ ③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✳
❋ür ❞✐❡ s✐❝❤ ❛♥s❝❤❧✐❡ß❡♥❞❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❘✐ss❧ä♥❣❡ a ✉♥❞ ❞✐❡ ❈❤❡✈r♦♥✲
❑❡r❜♣❛r❛♠❡t❡r a0 ✉♥❞ a1 ♠✐t ❞❡r Pr♦❜❡♥❤ö❤❡W ♥♦r♠✐❡rt✱ ❡s ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❞❡♠❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞
α = a/W ✉♥❞ α0 = a0/W ❜③✇✳ α1 = a1/W ✳ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✽ ③❡✐❣t ❞✐❡ ❋r♦♥t❛♥s✐❝❤t ❡✐♥❡r Pr♦❜❡
♠✐t ❈❤❡✈r♦♥✲❑❡r❜❡ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ●röß❡♥ ❛✉s ❞❡r s✐❝❤ ❡r❣❡❜❡♥❞❡♥ ❣❡s❝❤♥✐tt❡♥❡♥
❆♥s✐❝❤t✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❙❝❤♥✐tt❡❜❡♥❡ ❞❡r ❑❡r❜❡❜❡♥❡ ❡♥ts♣r✐❝❤t✳
S2
S1
✭❛✮ ❋r♦♥t❛♥s✐❝❤t
a a
0
a
1
B
b
W
θ
✭❜✮ ●❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ P❛r❛♠❡t❡r ❞❡r ❣❡s❝❤♥✐tt❡♥❡♥
Pr♦❜❡
❆❜❜✳ ✹✳✽✿ ❙❝❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❆♥s✐❝❤t ✉♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ P❛r❛♠❡t❡r ❡✐♥❡r ❈❤❡✈r♦♥✲❣❡❦❡r❜t❡♥ ❱✐❡r✲P✉♥❦t✲❇✐❡❣❡✲
♣r♦❜❡
❊✐♥ ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡r ❆♥s❛t③ ③✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❇r✉❝❤③ä❤✐❣❦❡✐t ❜❛s✐❡rt ❛✉❢ ❊♥❡r❣✐❡❜❡tr❛❝❤✲
t✉♥❣❡♥✳ ❉✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❢r❡✐s❡t③✉♥❣sr❛t❡ GI ♥❛❝❤ ▼✉♥③ ✉✳ ❋❡tt ❬✶✵✽❪ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞✐❡ ③✉❣❡❢ü❤rt❡
❊♥❡r❣✐❡ ✐♠ ❋❛❧❧❡ ❡✐♥❡r ✈✐rt✉❡❧❧❡♥ ❘✐ss✈❡r❧ä♥❣❡r✉♥❣ ♣r♦ ❋❧ä❝❤❡♥❡✐♥❤❡✐t✳ ❉✐❡ ✈❡r❢ü❣❜❛r❡ ♣♦t❡♥✲
t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ∆P ❢ür ❞✐❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡s ❘✐ss❡s ✉♠ ∆a ✐st s♦♠✐t✿
∆P = GIB∆a. ✭✹✳✺✷✮
◆❛❝❤ ❑✉♥❛ ❬✽✻❪ ✉♥❞▼✉♥③ ✉✳ ❋❡tt ❬✶✵✽❪ ❦❛♥♥ ✉♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡r ❆r❜❡✐t ❡①t❡r✲
♥❡r ❑rä❢t❡ ✉♥❞ ❞❡r ❡❧❛st✐s❝❤ ❣❡s♣❡✐❝❤❡rt❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ ❞❡r Pr♦❜❡ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❢r❡✐s❡t③✉♥❣sr❛t❡
❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥ ❛❧s
GI =
F 2
2W
dCCh
dα
, ✭✹✳✺✸✮
✹✳✹ ❈❤❡✈r♦♥✲❣❡❦❡r❜t❡ Pr♦❜❡♥ ✹✾
✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❑r❛❢t F ✱ ❞✐❡ ♥♦r♠✐❡rt❡ ❘✐ss❧ä♥❣❡ α = a/W ✉♥❞ ❞✐❡ ◆❛❝❤❣✐❡❜✐❣❦❡✐t CCh ❞❡r
❈❤❡✈r♦♥✲❣❡❦❡r❜t❡♥ Pr♦❜❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✳
❉✐❡ ♥♦t✇❡♥❞✐❣❡ ❊♥❡r❣✐❡ ∆Z ❢ür ❡✐♥❡♥ ❘✐ss❢♦rts❝❤r✐tt ∆a ✐st ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡✱ ❞✐❡ ❜❡♥öt✐❣t ✇✐r❞✱
✉♠ ❡✐♥❡ ♥❡✉❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ③✉ ❡r③❡✉❣❡♥✳ ❙✐❡ ✇✐r❞ ♠✐t
∆Z = 2γcB
α− α0
α1 − α0∆a ✭✹✳✺✹✮
❜❡r❡❝❤♥❡t✱ ✇♦❜❡✐ γc ❞✐❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥❡♥❡r❣✐❡ ❞❡s ❣❡t❡st❡t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧s ✐st ✉♥❞
2γc = GIc ❣✐❧t✳ ■r✇✐♥ ❬✼✼❪ ❣✐❜t ❞✐❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡❢r❡✐s❡t③✉♥❣sr❛t❡ ✉♥❞
❞❡♠ ❙♣❛♥♥✉♥❣s✐♥t❡♥s✐täts❢❛❦t♦r KI ❢ür ❞✐❡ ❇❡❧❛st✉♥❣ ❛♥✱ s✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✹✳✺✵✮✳
❙❝❤❧✐❡ß❧✐❝❤ ❦♦♠♠t ❡s ❣❡♥❛✉ ❞❛♥♥ ③✉ ❡✐♥❡r ❘✐ss❛✉s❜r❡✐t✉♥❣✱ ✇❡♥♥ ❜❡✐❞❡ ❊♥❡r❣✐❡♥ ❣❧❡✐❝❤
❣r♦ß s✐♥❞✿ ∆P = ∆Z✳ ❉❛♥♥ ❡rr❡✐❝❤t ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❢r❡✐s❡t③✉♥❣sr❛t❡ ❡✐♥❡♥ ❦r✐t✐s❝❤❡♥ ❲❡rt✱ s♦
❞❛ss GI = GIc ♦❞❡r KI = KIc ❣✐❧t✳ ❉❛r❛✉s ❡r❣✐❜t s✐❝❤
KIc =
F
B
√
W
[
EB
2(1− ν2)
α1 − α0
α− α0
dCCh
dα
]1/2
=
F
B
√
W
Y ∗(α).
✭✹✳✺✺✮
●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✹✳✺✺✮ ❞❡✜♥✐❡rt ❞✐❡ ●❡♦♠❡tr✐❡❢✉♥❦t✐♦♥ Y ∗ ✉♥❞ ❜❡✐♥❤❛❧t❡t ③✇❡✐ ❚❡r♠❡✱ ❞✐❡ s✐❝❤
♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r ❘✐ss❧ä♥❣❡ α ä♥❞❡r♥✳ ❉❡r ❊rst❡ ✐st ❞❡r ❑❡r❜❣❡♦♠❡tr✐❡✲❚❡r♠ (α1−α0)/(α−
α0)✱ ❞❡r ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r ❘✐ss❛✉s❜r❡✐t✉♥❣ ❛❜♥✐♠♠t✳ ❉❡r ③✇❡✐t❡ ❚❡r♠ ✐st ❞✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r
Pr♦❜❡♥♥❛❝❤❣✐❡❜✐❣❦❡✐t ♥❛❝❤ ❞❡r ❘✐ss❧ä♥❣❡ α✱ ✇❡❧❝❤❡r ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r ❘✐ss❧ä♥❣❡ ③✉♥✐♠♠t✳
■♥❢♦❧❣❡❞❡ss❡♥ ♥✐♠♠t ❞✐❡ ●❡♦♠❡tr✐❡❢✉♥❦t✐♦♥ ③✉ ❇❡❣✐♥♥ ❞❡r ❘✐ss❛✉s❜r❡✐t✉♥❣ ❛❜ ✉♥❞ ♥✐♠♠t
♥❛❝❤ ❉✉r❝❤s❝❤r❡✐t❡♥ ❡✐♥❡s ▼✐♥✐♠✉♠s ♥❛❝❤ ▼✉♥③ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✻❪ ③✉✳ ❉✐❡ ❋♦r♠ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡✲
❢✉♥❦t✐♦♥ ✐st ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✷ ❢ür ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❲❡rt❡ ✈♦♥ α0 ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳
❲❡♥♥ ❞✐❡ ❇r✉❝❤③ä❤✐❣❦❡✐t KIc ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s ❡✐♥❡ ❑♦♥st❛♥t❡✱ ❛❧s♦ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ❘✐ss✲
❧ä♥❣❡ α ✐st✱ ❞❛♥♥ ❦❛♥♥ ❥❡❞❡♠ P✉♥❦t ❞❡r ❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡ ❡✐♥ P✉♥❦t ❞❡s ●r❛♣❤❡♥
❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡❢✉♥❦t✐♦♥ ③✉❣❡✇✐❡s❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s ▼✐♥✐♠✉♠ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡❢✉♥❦t✐♦♥ Y ∗min ✐st
❢♦❧❣❧✐❝❤ ❞❡r ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❱❡rs✉❝❤❡s ❣❡♠❡ss❡♥❡♥ ♠❛①✐♠❛❧❡♥ ❑r❛❢t Fmax ③✉✲
❣❡♦r❞♥❡t✳ ❉❡♠③✉❢♦❧❣❡ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❇r✉❝❤③ä❤✐❣❦❡✐t KIc ♠✐t
KIc =
Fmax
B
√
W
Y ∗min. ✭✹✳✺✻✮
❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳
✺✵ ✹ ❚❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥
✹✳✺ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ❞❡s ❘✐ss✇❛❝❤st✉♠s ♠✐tt❡❧s
❑♦❤äs✐✈③♦♥❡♥♠♦❞❡❧❧
❇❡❣❧❡✐t❡♥❞ ③✉ ❞❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❜r✉❝❤♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❱❡rs✉❝❤❡♥ ❞❡r ❈❤❡✈r♦♥✲❣❡❦❡r❜t❡♥
Pr♦❜❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ❞✐❡s❡r ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❞❛s ❘✐ss✇❛❝❤s✲
t✉♠ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❱❡rs✉❝❤❡s ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❑♦❤äs✐✈③♦♥❡♥♠♦❞❡❧❧ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t✱ ❞❡ss❡♥ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥
♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞ ❡r❧ä✉t❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❊✐♥❡ ❤✐st♦r✐s❝❤❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡s ❑♦❤äs✐✈③♦♥❡♥♠♦❞❡❧❧s ✐st
❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤ ✐♥ ❘♦t❤ ❬✶✹✶❪ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳
❊✐♥ ❑♦❤äs✐✈③♦♥❡♥♠♦❞❡❧❧ ✇✐r❞ ✈♦♥ ❇r♦❝❦s ❡t ❛❧✳ ❬✷✷❪ ♦❞❡r ❙❝❤✇❛❧❜❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✺✶❪ ❛❧s ♥✉✲
♠❡r✐s❝❤❡s ✉♥❞ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡r ❙❝❤ä✲
❞✐❣✉♥❣s❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✐♥ ❇❛✉t❡✐❧❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉❛❜❡✐ ❧ässt s✐❝❤ s♦✇♦❤❧ s♣rö❞❡s ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✉❦✲
t✐❧❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ❛❜❜✐❧❞❡♥✳ ❉✐❡ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❑♦❤äs✐✈③♦♥❡ ❦❛♥♥ ✐♥ ③✇❡✐ ❙❝❤r✐tt❡
❣❡❣❧✐❡❞❡rt ✇❡r❞❡♥✿ ❆❧s ❡rst❡s ❡r❢♦❧❣t ❡✐♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❑♦❤äs✐✈③♦♥❡✳ ❉❛s
❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ❞❡r ♣♦t❡♥③✐❡❧❧❡ ❘✐ss♣❢❛❞ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❛✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥
♦❞❡r ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❆♥❛❧②s❡♥ ❛❧s ❜❡❦❛♥♥t ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥ ✉♥❞ ❞❡♠❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ♠♦❞❡❧❧✐❡rt ✇✐r❞✳
■♠ ③✇❡✐t❡♥ ❙❝❤r✐tt ✇✐r❞ ❞❛s s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ❑♦❤äs✐✈❣❡s❡t③ ❢♦r♠✉❧✐❡rt✱ ✇❡❧❝❤❡s ❞❛s ❦♦♥st✐t✉t✐✲
✈❡ ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡r ❑♦❤äs✐✈③♦♥❡ ❞❡✜♥✐❡rt✳ ❉❛❜❡✐ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❙❝❤♥✐tts♣❛♥♥✉♥❣❡♥✱ ❛✉❝❤ ❑♦❤ä✲
s✐✈s♣❛♥♥✉♥❣ ❣❡♥❛♥♥t✱ ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r Ö✛♥✉♥❣ ❞❡r ❑♦❤äs✐✈③♦♥❡ ✭❂❙❡♣❛r❛t✐♦♥✮ ❜❡s❝❤r✐❡✲
❜❡♥✳ ❋❡r♥❡r ❜❡✐♥❤❛❧t❡t ❞❛s ❑♦❤äs✐✈s♣❛♥♥✉♥❣s✲❙❡♣❛r❛t✐♦♥s✲●❡s❡t③ ✭❛✉❝❤ ❑♦❤äs✐✈❣❡s❡t③✮ ❡✐♥❡
❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s❢♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣✱ ✉♠ ❞✐❡ ❘❡❞✉③✐❡r✉♥❣ ❞❡r ♠❛①✐♠❛❧ ❡rtr❛❣❜❛r❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ✐♥❢♦❧❣❡
❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧s❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❛❜❜✐❧❞❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳
■♥ ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r s✐♥❞ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❆♥sät③❡ ③✉r ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ❞❡s ❑♦❤äs✐✈❣❡s❡t③❡s ❜❡s❝❤r✐❡✲
❜❡♥✱ s✐❡❤❡ ❇❛➸❛♥t ❬✶✸❪✱ ◆❡❡❞❧❡♠❛♥ ❬✶✶✸✱ ✶✶✹❪✱ ❙❝❤❡✐❞❡r ✉✳ ❇r♦❝❦s ❬✶✹✼❪✱ ❚✈❡r✲
❣❛❛r❞ ✉✳ ❍✉t❝❤✐♥s♦♥ ❬✶✼✾❪ ♦❞❡r ❳✉ ✉✳ ◆❡❡❞❧❡♠❛♥ ❬✶✾✽❪✳ ❉❛❜❡✐ ✇❡r❞❡♥ ✭❜✐✲✮❧✐♥❡❛r❡✱
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ✉♥❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❆♥sät③❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❡♥✳ ❉✐❡ ✐♥ ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ❤ä✉✜❣ ❛♥❣❡✇❛♥❞✲
t❡♥ ❑♦❤äs✐✈❣❡s❡t③❡ s✐♥❞ ✐♥ ❇r♦❝❦s ❡t ❛❧✳ ❬✷✷❪✱ P❛r❦ ✉✳ P❛✉❧✐♥♦ ❬✶✷✺❪ ♦❞❡r ✐♥ ❙❝❤✇❛❧❜❡
❡t ❛❧✳ ❬✶✺✶❪ ③✉ ✜♥❞❡♥✳ ■♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❑♦❤äs✐✈s♣❛♥♥✉♥❣s✲❙❡♣❛r❛t✐♦♥s✲●❡s❡t③❡
♠✐t ❞❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ▼♦❞❡❧❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✿
❼ ❞✐❡ ❑♦❤äs✐✈❢❡st✐❣❦❡✐t t0✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❡♠ ▼❛①✐♠✉♠ ❞❡r ❑♦❤äs✐✈s♣❛♥♥✉♥❣s✲❙❡♣❛r❛t✐♦♥s✲
❑✉r✈❡ ❡♥ts♣r✐❝❤t✱
❼ ❞✐❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s❛r❜❡✐t Γ0 ✭❛✉❝❤ ❇r✉❝❤❡♥❡r❣✐❡❞✐❝❤t❡✮ s♦✇✐❡
❼ ❡✐♥❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s❧ä♥❣❡ s0✱ ✇❡❧❝❤❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥❡♥ ❤❛❜❡♥ ❦❛♥♥✳
❉✐❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s❛r❜❡✐t Γ0 ✐st ❞❛❜❡✐ ❛❧s ❋❧ä❝❤❡ ✉♥t❡r ❞❡r ❑♦❤äs✐✈s♣❛♥♥✉♥❣s✲
❙❡♣❛r❛t✐♦♥s✲❑✉r✈❡ ❞❡✜♥✐❡rt✱ ❛❧s♦✿
Γ0 =
∞∫
0
tndsn. ✭✹✳✺✼✮
❋❡r♥❡r ✇✐r❞ ❤ä✉✜❣ ❞✐❡ ❑♦❤äs✐✈st❡✐✜❣❦❡✐t Ecz = t0/s0 ❡✐♥❣❡❢ü❤rt✱ ✇❡❧❝❤❡ ❡✐♥ ▼❛ß ❢ür ❞❛s
❙t❡✐✜❣❦❡✐ts✈❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡r ❑♦❤äs✐✈③♦♥❡ ✐st ✉♥❞ ❢ür ❞❡♥ ❋❛❧❧ ❡✐♥❡s ❜✐❧✐♥❡❛r❡♥ ●❡s❡t③❡s ❞❡♥
❆♥❢❛♥❣s❛♥st✐❡❣ ❞❡r ❑✉r✈❡ ❜❡s❝❤r❡✐❜t✳ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✾ ③❡✐❣t ❞❡♥ ❣❡✇ä❤❧t❡♥ ❜✐❧✐♥✐❡❛r❡♥ ❋✉♥❦✲
t✐♦♥s❛♥s❛t③ ❞❡s ❑♦❤äs✐✈❣❡s❡t③❡s✳ ❉✐❡ ❋♦r♠ ❞❡s ❑♦❤äs✐✈s♣❛♥♥✉♥❣s✲❙❡♣❛r❛t✐♦♥s✲●❡s❡t③❡s ✐st
❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ❦♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❆♥♥❛❤♠❡ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s✳
✹✳✺ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ❞❡s ❘✐ss✇❛❝❤st✉♠s ♠✐tt❡❧s ❑♦❤äs✐✈③♦♥❡♥♠♦❞❡❧❧ ✺✶
0
Γ0 
snsf
tn 
t0
s0 
Ecz 
Dcz = 0
Dcz = 1
❆❜❜✳ ✹✳✾✿ ❇✐❧✐♥❡❛r❡r ❋✉♥❦t✐♦♥s❛♥s❛t③ ❞❡s ❑♦❤äs✐✈❣❡s❡t③❡s
❊✐♥❡ ❍❡r❛✉s❢♦r❞❡r✉♥❣ ❜❡✐ ❞❡r ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡s ❑♦❤äs✐✈③♦♥❡♥♠♦❞❡❧❧s ✐st ❞✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣
❞❡r ❑♦❤äs✐✈♣❛r❛♠❡t❡r✳ ■♥ ❞❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❆r❜❡✐t s♦❧❧ ❤✐❡r❢ür ❡✐♥❡ P❛r❛♠❡t❡r✐❞❡♥t✐✜❦❛t✐♦♥ ❡✐✲
♥❡s ❜✐❧✐♥❡❛r❡♥ ❑♦❤äs✐✈❣❡s❡t③❡s ♠✐t ❍✐❧❢❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❛✉s ❞❡♥ ❈◆❇✲❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥
❡r❢♦❧❣❡♥✳ ❱♦rt❡✐❧ ❞✐❡s❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ✐st ❞❡r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❈❤❡✈r♦♥✲❑❡r❜❡ ❜❡❦❛♥♥t❡ ❘✐ss♣❢❛❞ ✉♥✲
t❡r r❡✐♥❡r ▼♦❞✉s✲■✲❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣✳ ❯♥t❡r ❞❡r ❆♥♥❛❤♠❡ ❡✐♥❡s ✐❞❡❛❧❡♥ ❙♣rö❞❜r✉❝❤s ❢ür ❞✐❡s❡
❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣ ✐st ❞✐❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s❛r❜❡✐t ✐❞❡♥t✐s❝❤ ♠✐t ❞❡r ❦r✐t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❢r❡✐s❡t③✉♥❣sr❛t❡
♥❛❝❤ ■r✇✐♥ ❬✼✼❪✱ ❡s ❣✐❧t ❢ür ❞❡♥ ❡❜❡♥❡♥ ❱❡r③❡rr✉♥❣s③✉st❛♥❞ ✭❊❱❩✮✿
Γ0 = GIc =
K2Ic (1− ν2)
E
. ✭✹✳✺✽✮
❉❛♠✐t ❧✐❡❢❡rt ❞✐❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s❡♥❡r❣✐❡ ❞✐❡ ✉♥t❡r❡ ❙❝❤r❛♥❦❡ ❢ür ❞✐❡ ❆❜s❝❤ät③✉♥❣ ❞❡r ❇r✉❝❤✲
③ä❤✐❣❦❡✐t✱ ❞❛ s✐❡ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ❞✐❡ ♠✐♥❞❡st❡♥s ♥♦t✇❡♥❞✐❣❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❢ür ❞❡♥ ❇r✉❝❤ ❝❤❛r❛❦t❡✲
r✐s✐❡rt✳
❇❡✐ ❞❡r ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❜✐❧✐♥❡❛r❡♥ ❑♦❤äs✐✈s♣❛♥♥✉♥❣s✲❙❡♣❛r❛t✐♦♥s✲❑✉r✈❡ ✐♥✐t✐✲
✐❡rt ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❞❡r ❑♦❤äs✐✈③♦♥❡ Dcz ❜❡✐ ❊rr❡✐❝❤❡♥ ❞❡r ♠❛①✐♠❛❧❡♥ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ss♣❛♥♥✉♥❣
t0 ♠✐t ❞❡r ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s❧ä♥❣❡ s0✱ s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✾✳ ■st ❞✐❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s❧ä♥❣❡
sf ❡rr❡✐❝❤t✱ ❜❡trä❣t ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ Dcz = 1 ✉♥❞ ❞✐❡ ❑♦❤äs✐✈③♦♥❡ ü❜❡rträ❣t ❦❡✐♥❡ ❙♣❛♥✲
♥✉♥❣ ♠❡❤r✳ ❉❛♠✐t ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ss♣❛♥♥✉♥❣ ❞❡r ✐♥ ❆❜❛q✉s ♥❛❝❤ ❆❧❢❛♥♦ ✉✳
❈r✐s❢✐❡❧❞ ❬✷❪ ✉♥❞ ❈❛♠❛♥❤♦ ✉✳ ❉❛✈✐❧❛ ❬✷✻❪ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐❡rt❡ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣✿
tn =


Eczsn sn ≤ s0
(1−Dcz)Eczsn s0 < sn < sf
0 sn ≥ sf
✭✹✳✺✾✮
♠✐t
Dcz =
sn − s0
sn
sf
sf − s0 . ✭✹✳✻✵✮
❉✐❡s❡ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣ ❜❡❞❡✉t❡t ❡✐♥❡ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ✉♥❞ ❑♦❤äs✐✈st❡✐✜❣✲
❦❡✐t✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♥ ❆❜❛q✉s ❥❡❞♦❝❤ ✇❡✐t❣❡❤❡♥❞ ✇✐❧❧❦ür❧✐❝❤ ❢❡st❣❡❧❡❣t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥ ✉♥❞ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤
❡✐♥❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ❜❡s✐t③t✳ ❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❑♦❤äs✐✈st❡✐✜❣❦❡✐t
✺✷ ✹ ❚❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥
♥✉r ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❜❛r❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞❛s ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✈❡r❤❛❧t❡♥ ❜❡s✐t③t✳ P❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ ♠♦t✐✈✐❡rt
✐st ❡✐♥❡ ❱❡r❦♥ü♣❢✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ✉♥❞ ❑♦❤äs✐✈❢❡st✐❣❦❡✐t ♦❞❡r ❞✐ss✐♣✐❡rt❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r
✐♥ ❆❜❛q✉s ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐❡rt❡♥ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ✈♦r③✉③✐❡❤❡♥✳ ❊✐♥❡ ❡♥❡r❣✐❡❜❛s✐❡rt❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s❞❡✲
✜♥✐t✐♦♥ ❧❛✉t❡t✿
Dcz =
Γdiss
Γ0
. ✭✹✳✻✶✮
❍✐❡r❜❡✐ ✐st Γdiss ❞✐❡ ❞✐ss✐♣✐❡rt❡ ❊♥❡r❣✐❡✱ ❛❧s♦ ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❇❡❧❛st✉♥❣s✲ ✉♥❞ ❊♥t❧❛s✲
t✉♥❣s♣❢❛❞ ❞❡r ❑♦❤äs✐✈s♣❛♥♥✉♥❣s✲❙❡♣❛r❛t✐♦♥s✲❑✉r✈❡✳ ❊✐♥❡ ❊♥t❧❛st✉♥❣ ❡r❢♦❧❣t ❞❛❜❡✐ ❧✐♥❡❛r
❛✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♠ ❛❦t✉❡❧❧❡♥ P✉♥❦t ❛✉❢ ❞❡r ❑✉r✈❡ ❜✐s ③✉♠ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✉rs♣r✉♥❣✳ ❊✐♥❡ ❛✉s✲
❢ü❤r❧✐❝❤❡ ❉✐s❦✉ss✐♦♥ ③✉r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞✐❡s❡s ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♠❛ß❡s ✉♥❞ ❞❡r ❯♠r❡❝❤♥✉♥❣ ✐♥ ❛♥❞❡r❡
❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♠❛ß❡ ❧✐❡❢❡r♥ ❑✉♥❛ ✉✳ ❘♦t❤ ❬✽✼❪✳
✹✳✻ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐❦ ✺✸
✹✳✻ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐❦
❊rst❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❙♦❧❛r❡❦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✺✽❪ ③❡✐❣❡♥ ❡✐♥ ❞✉❦t✐❧❡s ❱❡rs❛❣❡♥s✈❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡r
❦♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❜✉♥❞❡♥❡♥ ❦❡r❛♠✐s❝❤❡♥ ❲❡r❦st♦✛❡ ❜❡✐ s❡❤r ❤♦❤❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ü❜❡r 1300 ◦C✳
❯♠ ❞✐❡s❡ P❤ä♥♦♠❡♥❡ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ✇✐r❞ ❡✐♥ s❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧
✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ✇❡❧❝❤❡s ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt ✇✐r❞✳
❇❡✐ ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ♦❞❡r ❇❡❧❛st✉♥❣ ❡✐♥❡s ❲❡r❦st♦✛s ❦❛♥♥ ❡s ③✉ ❡✐♥❡♠ ❢♦rts❝❤r❡✐✲
t❡♥❞❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ Pr♦③❡ss ❞❡r ❲❡r❦st♦✛③❡rrütt✉♥❣ ❦♦♠♠❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡r ❛❧s ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❜❡✲
③❡✐❝❤♥❡t ✇✐r❞✳ ❉❛❜❡✐ ❜✐❧❞❡♥ s✐❝❤ ❛✉❢ ▼✐❦r♦❡❜❡♥❡ ✐♥♥❡r❡ ❉❡❢❡❦t❡ ✉♥❞ ❉✐s❦♦♥t✐♥✉✐tät❡♥ ✇✐❡
P♦r❡♥ ✉♥❞ ▼✐❦r♦r✐ss❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ③✉ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❘✐ss❡♥ ✉♥❞ ❇r✉❝❤ ❞❡s ❇❛✉t❡✐❧❡s ❢ü❤r❡♥✳
❉❛s ▼❛t❡r✐❛❧ ✇✐r❞ ❞❛❞✉r❝❤ ✐rr❡✈❡rs✐❜❡❧ ❣❡s❝❤ä❞✐❣t✳ ❊✐♥❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❦❛♥♥ ❛✉ß❡r❞❡♠ ❛✉❢❣r✉♥❞
✈♦♥ ❆❧t❡r✉♥❣ ♦❞❡r ❑♦rr♦s✐♦♥ ❛✉❢tr❡t❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s r❡❞✉③✐❡rt s✐❝❤
❞❡ss❡♥ ❇❡❧❛st❜❛r❦❡✐t✳ ❩✉sät③❧✐❝❤ ❤❛t ❞✐❡s❡r ❱♦r❣❛♥❣ ✉♥t❡r ❛♥❞❡r❡♠ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ ❡❧❛st✐s❝❤❡
❙t❡✐✜❣❦❡✐t✱ ❞✐❡ ❋❧✐❡ßs♣❛♥♥✉♥❣ ✉♥❞ ❞✐❡ ❑r✐❡❝❤r❛t❡✱ s✐❡❤❡ ▲❡♠❛✐tr❡ ✉✳ ❉❡s♠♦r❛t ❬✽✾❪✳ ■♠
❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❛✉❢❣r✉♥❞ ✈♦♥ ♣❧❛st✐s❝❤❡♥ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❜❡❤❛♥❞❡❧t✳
❉✐❡ s✐❝❤ ❜✐❧❞❡♥❞❡♥ ✐♥♥❡r❡♥ ❉❡❢❡❦t❡ ✇❡r❞❡♥ ♥✐❝❤t ❡✐♥③❡❧♥ ❛✉❢❣❡❧öst✱ ❞❛ ✐❤r❡ ♠✐❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡
●röß❡♥♦r❞♥✉♥❣ ✉♥t❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ▲ä♥❣❡♥s❦❛❧❡♥ ❧✐❡❣t✳ ❉❡s❤❛❧❜ ❡r❢♦❧❣t ❡✐♥❡ ▼✐tt❡✲
❧✉♥❣ ❞✐❡s❡r ❊✛❡❦t❡ ü❜❡r ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s✳ ❉✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❡r❢♦❧❣t
ü❜❡r ❞✐❡ ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ❞❡s ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♣❛r❛♠❡t❡rs D✳ ❉✐❡s❡r ❜❡s❝❤r❡✐❜t ✐♠ ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ❋❛❧❧ ❡✐♥❡s
✉♥t❡r ✉♥✐❛①✐❛❧❡r ❩✉❣❜❡❧❛st✉♥❣ st❡❤❡♥❞❡♥ ❙t❛❜s ❞❡♥ ❆♥t❡✐❧ ❞❡r ❣❡s❝❤ä❞✐❣t❡♥ ❋❧ä❝❤❡ s❡♥❦r❡❝❤t
③✉r ❇❡❧❛st✉♥❣sr✐❝❤t✉♥❣ AD ❜❡③♦❣❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❆✉s❣❛♥❣s✢ä❝❤❡ A0✱ s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✵✱ ❛❧s♦✿
D =
AD
A0
. ✭✹✳✻✷✮
ADA0
F
F
❆❜❜✳ ✹✳✶✵✿ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❛♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❡✐♥❡s ❙t❛❜❡s ♠✐t ❦♦♥st❛♥t❡♠ ◗✉❡rs❝❤♥✐tt ✉♥t❡r ✉♥✐❛①✐❛❧❡r
❩✉❣❜❡❧❛st✉♥❣ ♥❛❝❤ ●r♦ss ✉✳ ❙❡❡❧✐❣ ❬✻✹❪
❉❛❜❡✐ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❡✐♥ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♠❛ß D = 0 ❞❡♠ ✉♥❣❡s❝❤ä❞✐❣t❡♥ ❆✉s❣❛♥❣s③✉st❛♥❞✱ ✇♦✲
❤✐♥❣❡❣❡♥ D = 1 ❞❡♥ ❦♦♠♣❧❡tt ❣❡s❝❤ä❞✐❣t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧③✉st❛♥❞ ❣❧❡✐❝❤❜❡❞❡✉t❡♥❞ ♠✐t ❡✐♥❡♠
❱❡rs❛❣❡♥ ❞❡s ❇❛✉t❡✐❧s ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt✳ ❯♥t❡r ❆♥♥❛❤♠❡ ❡✐♥❡r ✐s♦tr♦♣❡♥ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ✇✐r❦t ❞❡r
❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ ❥❡❞❡ ❇❡❧❛st✉♥❣sr✐❝❤t✉♥❣ ❣❧❡✐❝❤✱ ✐st ❛❧s♦ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ❘✐❝❤✲
t✉♥❣✳ ❊s ✇✐r❞ ✇❡✐t❡r❤✐♥ ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥✱ ❞❛ss ❦❡✐♥❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❜❡♥❛❝❤❜❛rt❡r ❉❡❢❡❦t❡
❛✉❢tr❡t❡♥✳
✺✹ ✹ ❚❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥
▲❡♠❛✐tr❡ ✉✳ ❉❡s♠♦r❛t ❬✽✾❪ ❢ü❤r❡♥ ❞❛s ❑♦♥③❡♣t ❞❡r ❡✛❡❦t✐✈❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ❡✐♥✱ ❜❡✐
✇❡❧❝❤❡♠ ♥❡❜❡♥ ❞❡r ❣❡s❝❤ä❞✐❣t❡♥ ❑♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡✐♥❡ ❡✛❡❦t✐✈❡✱ ✉♥❣❡s❝❤ä❞✐❣t❡ ❑♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
❜❡tr❛❝❤t❡t ✇✐r❞✳ ❉✐❡ ❡✛❡❦t✐✈❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❞❛❜❡✐ ♠✐t
σ˜ij =
σij
1−D, ✭✹✳✻✸✮
✇♦❜❡✐ σij ❞❡r ❈❛✉❝❤②✲❙♣❛♥♥✉♥❣st❡♥s♦r ❢ür ❞❛s ❣❡s❝❤ä❞✐❣t❡ ▼❛t❡r✐❛❧ ✐st✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ s♦❧❧❡♥
❞✐❡ ❦♦♥st✐t✉t✐✈❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r ❉❡❤♥✉♥❣❡♥ ❢ür ❞❛s ❣❡s❝❤ä❞✐❣t❡ ▼❛t❡r✐❛❧ ❛✉❝❤ ❞❛s ✉♥❣❡✲
s❝❤ä❞✐❣t❡ ▼❛t❡r✐❛❧ ❞❡r ❊✛❡❦t✐✈❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❯♥t❡r ❞❡r ❆♥♥❛❤♠❡ äq✉✐✈❛❧❡♥t❡r
❉❡❤♥✉♥❣❡♥✱ ❛❧s♦ εij = ε˜ij✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ r❡❞✉③✐❡rt❡ ❡❧❛st✐s❝❤❡ ❙t❡✐✜❣❦❡✐t Cijkl ❞❡r ❣❡s❝❤ä❞✐❣✲
t❡♥ ❑♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛✉s ❞❡♠ ❡✛❡❦t✐✈❡♥ ❙t❡✐✜❣❦❡✐tst❡♥s♦r ❞❡s ✉♥❣❡s❝❤ä❞✐❣t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧s C˜ijkl✿
Cijkl = (1−D)C˜ijkl. ✭✹✳✻✹✮
❉❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❛✉❢ ❞✐❡ ❋❧✐❡ß❢✉♥❦t✐♦♥ Φ ❡r❢♦❧❣t ü❜❡r ❞✐❡ ❋❧✐❡ßs♣❛♥♥✉♥❣ σY✳
❉❛❜❡✐ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t σ0Y ❞✐❡ ❋❧✐❡ßs♣❛♥♥✉♥❣ ③✉♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✐♥✐t✐✐❡r✉♥❣✳ ❇❡✐ ❱❡r✲
✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ✈♦♥ ▼✐s❡s✲❋❧✐❡ß❢✉♥❦t✐♦♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ s♦♠✐t
Φ =
σvM
1−D − σ
0
Y ≤ 0 ✭✹✳✻✺✮
♠✐t ❞❡r ✈♦♥ ▼✐s❡s✲❱❡r❣❧❡✐❝❤ss♣❛♥♥✉♥❣
σvM =
√
3
2
(
σij − 1
3
I1δij
)(
σij − 1
3
I1δij
)
✭✹✳✻✻✮
✉♥❞ ❞❡r ❡rst❡♥ ■♥✈❛r✐❛♥t❡♥ ❞❡s ❙♣❛♥♥✉♥❣st❡♥s♦rs I1 = σii✳
❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡s ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♣❛r❛♠❡t❡rs D ✇✐r❞ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❡♥❡r❣✐❡❜❛s✐❡rt❡♥ ❙❝❤ä✲
❞✐❣✉♥❣s❣❡s❡t③ ❞❡✜♥✐❡rt✱ ✇❡❧❝❤❡s ✐♥ ❆❜❛q✉s ❛❧s ❉✉❝t✐❧❡ ❉❛♠❛❣❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐❡rt ✐st ✉♥❞ ✐♥
❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✉r❝❤ ▲✐❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✾✵❪ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇✐r❞✳ ❆✉s❣❛♥❣s♣✉♥❦t ✐st ❡✐♥
❡♥❡r❣✐❡❜❛s✐❡rt❡r ❆♥s❛t③ ✈♦♥ ❍✐❧❧❡r❜♦r❣ ❡t ❛❧✳ ❬✼✸❪✱ ✇❡❧❝❤❡r ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧❛♥t✇♦rt ♥❛❝❤ ❞❡r
❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✐♥✐t✐✐❡r✉♥❣ ♠✐tt❡❧s ❙♣❛♥♥✉♥❣s✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ✉♥❞ ❞❡♠ ▼❛t❡r✐❛❧✲
♣❛r❛♠❡t❡r GD ❜❡s❝❤r❡✐❜t✳ ❋ür ❞✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✐st ❞✐❡ ❑❡♥♥t♥✐s
❞❡r ♣❧❛st✐s❝❤❡♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤s❞❡❤♥✉♥❣ εpl,0eq ③✉♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✐♥✐t✐✐❡r✉♥❣ ♥♦t✇❡♥✲
❞✐❣✳ ❆❜ ❞✐❡s❡♠ ❲❡rt ❡r❢♦❧❣t ❡✐♥❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✈♦♥ D✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t
❛✉ss❝❤❧✐❡ß❧✐❝❤ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❘❛t❡ ❞❡r ♣❧❛st✐s❝❤❡♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤s❞❡❤♥✉♥❣ ε˙pleq ✐st✿
D˙ =
σ0Yl
2GD
ε˙pleq ✭✹✳✻✼✮
❉❛❜❡✐ ❜❡s❝❤r❡✐❜t l ❞✐❡ ❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡ ❊❧❡♠❡♥t❧ä♥❣❡ ✉♥❞ GD ❞✐❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡✳ ❉✐❡
❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡ ❊❧❡♠❡♥t❧ä♥❣❡ l ✐st ❞❛❜❡✐ ✐♠ ❚❡r♠ ❡①♣❧✐③✐t ❡♥t❤❛❧t❡♥✱ ✉♠ ❞✐❡ ◆❡t③❛❜❤ä♥❣✐❣✲
❦❡✐t ❞❡r ❉❡❤♥✉♥❣s❧♦❦❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❜❡✐ ❢♦rts❝❤r❡✐t❡♥❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ③✉ r❡❞✉③✐❡r❡♥✳ ❉✐❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡
❊♥❡r❣✐❡ GD ✐st ❡✐♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥❞ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt ❞❛s ❱❡r♠ö❣❡♥ ❞❡s ❲❡r❦st♦✛❡s
✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❘✐ss❢♦rts❝❤r✐tts ❊♥❡r❣✐❡ ③✉ ❛❜s♦r❜✐❡r❡♥✳ ❋♦❧❣❧✐❝❤ ❜✐❧❞❡t GD = 0 ❡✐♥ s♣rö❞❡s
▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ❛❜✱ GD > 0 ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ❊♥❡r❣✐❡ ❜✐s ③✉♠ ❱❡rs❛❣❡♥ ❞❡s ▼❛t❡✲
r✐❛❧s ❛❜s♦r❜✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❇❡✐ ✐❞❡❛❧✲♣❧❛st✐s❝❤❡♠ ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❡✐♥ ❧✐♥❡❛r❡r
❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ D˙ ✉♥❞ ε˙pleq ❛✉s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✹✳✻✼✮✳ ❉✐❡ ❞✐s❦✉t✐❡rt❡♥ ●röß❡♥ s✐♥❞ s❝❤❡✲
♠❛t✐s❝❤ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✶ ❛♥❤❛♥❞ ❡✐♥❡r r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣s✲❉❡❤♥✉♥❣s✲❑✉r✈❡ ❞❛r❣❡✲
✹✳✻ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐❦ ✺✺
st❡❧❧t✳ ❋ür ❞❛s ❣❡✇ä❤❧t❡ ✐❞❡❛❧✲♣❧❛st✐s❝❤❡ ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ❡♥ts♣r✐❝❤t GD ❞❡r ❋❧ä❝❤❡ ✉♥t❡r
❞❡r ❑✉r✈❡ ❜❡❣✐♥♥❡♥❞ ❛❜ ❞❡r ♣❧❛st✐s❝❤❡♥ ❉❡❤♥✉♥❣ ❜❡✐ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✐♥✐t✐✐❡r✉♥❣ εpl,0eq ❜✐s ③✉♠
✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ❱❡rs❛❣❡♥ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s✱ ❛❧s♦ D = 1✳
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❆❜❜✳ ✹✳✶✶✿ ❙♣❛♥♥✉♥❣s✲❉❡❤♥✉♥❣s✲❑✉r✈❡ ❢ür ❡✐♥ ❧✐♥❡❛r✲❡❧❛st✐s❝❤❡s ✉♥❞ ✐❞❡❛❧✲♣❧❛st✐s❝❤❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ✉♥✲
t❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣
❊s ✐st ❞❛❜❡✐ ③✉ ❜❡❛❝❤t❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ♦❜✐❣❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❡✐♥ ❧♦❦❛❧❡s ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s❣❡s❡t③ ❜❡✲
s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❉❛♠✐t ✐st ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♣r♦③❡ss③♦♥❡ ✈♦♥ ❞❡r ❊❧❡♠❡♥t❣röß❡✱ ✲♦r✐❡♥t✐❡r✉♥❣ ✉♥❞
❞❡s ✲t②♣❡s ❛❜❤ä♥❣✐❣✱ s✐❡❤❡ ❏✐rás❡❦ ✉✳ ●r❛ss❧ ❬✼✾❪✳ ❋ür ❡✐♥❡ ♥❡t③✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣
❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s③♦♥❡✱ ❜❡❞❛r❢ ❡s ❞❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ♥✐❝❤t✲❧♦❦❛❧❡♥ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s❣❡s❡t③❡♥✱ ✇✐❡
✈♦♥ ❙❡✉♣❡❧ ❡t ❛❧✳ ❬✶✺✹❪ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳
■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✇✐r❞ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✺✳✹ ❞❛s ❞✉❦t✐❧❡ ❱❡rs❛❣❡♥s✈❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡r ❋✐❧t❡r✲
✇❡r❦st♦✛❡ ❜❡✐ s❡❤r ❤♦❤❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐❦ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦✲
❣✐s❝❤ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t✳ ❉✐❡ P❛r❛♠❡t❡r ❞❡s ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s❣❡s❡t③❡s ✇❡r❞❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r P❛r❛♠❡t❡r✐❞❡♥t✐✲
✜❦❛t✐♦♥ ❛♥❤❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤ ❛❜❣❡s❝❤ät③t✳
✺✻ ✹ ❚❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥
✹✳✼ P❛r❛♠❡t❡r✐❞❡♥t✐✜❦❛t✐♦♥
❉✐❡ ■❞❡♥t✐✜❦❛t✐♦♥ ✈♦♥ ▼♦❞❡❧❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ✐st ✐♥ ❞❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❆r❜❡✐t ❢ür ❞✐❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❈◆❇✲❱❡rs✉❝❤❡s ❛❧s ❛✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ s❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s
❱❡r❤❛❧t❡♥s ❞❡r ❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛❡ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❇✸❇✲❱❡rs✉❝❤❡s ❜❡✐ s❡❤r ❤♦❤❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥
r❡❧❡✈❛♥t✳ ❩✐❡❧ ✐st ❡s✱ ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧♣❛r❛♠❡t❡r s♦ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❛✉s ❞❡r
♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ❞✐❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❉❛t❡♥ ❛❜❜✐❧❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳
❉❛③✉ ✇✐r❞ ♥❡❜❡♥ ❞❡r ❋❊✲▼❡t❤♦❞❡ ❡✐♥ ❣r❛❞✐❡♥t❡♥❜❛s✐❡rt❡r ❖♣t✐♠✐❡r✉♥❣s❛❧❣♦r✐t❤♠✉s✱ ❞❡r
❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ▲❡❛st ❙q✉❛r❡s Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭❙▲❙qP✮ ❆❧❣♦r✐t❤♠✉s✱ ❡✐♥❣❡s❡t③t✳ ❉❡r ❆❧❣♦r✐t❤♠✉s
❧öst ✐t❡r❛t✐✈ ♥✐❝❤t✲❧✐♥❡❛r❡ ❖♣t✐♠✐❡r✉♥❣s❛✉❢❣❛❜❡♥ ♠✐t ◆❡❜❡♥❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ▼❡t❤♦✲
❞❡ ❞❡r ❦❧❡✐♥st❡♥ ◗✉❛❞r❛t❡ ❞❛❜❡✐ ❛❧s ❋❡❤❧❡r❦r✐t❡r✐✉♠ ❞✐❡♥t✳ ❊r ❣❧✐❡❞❡rt s✐❝❤ ❞❛♠✐t ✐♥ ❞✐❡
●r✉♣♣❡ ❞❡r ❧♦❦❛❧❡♥ ❖♣t✐♠✐❡r✉♥❣s❛❧❣♦r✐t❤♠❡♥ ♠✐t ◆❡❜❡♥❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ❡✐♥✳ ❊✐♥❡♥ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤❡♥
Ü❜❡r❜❧✐❝❦ ✉♥❞ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ✈♦♥ ❖♣t✐♠✐❡r✉♥❣s❛❧❣♦r✐t❤♠❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ◆♦❝❡❞❛❧
✉✳ ❲r✐❣❤t ❬✶✶✽❪ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❩✉r ▲ös✉♥❣ ❞❡s ❖♣t✐♠✐❡r✉♥❣s♣r♦❜❧❡♠s ✇✐r❞ ❞❛❜❡✐ ♠✐t ❡✐✲
♥❡♠ P②t❤♦♥✲❙❦r✐♣t ❣❡❛r❜❡✐t❡t✱ ✇♦❜❡✐ ❞❛s ❙❝✐P②✲P❛❦❡t ❣❡♥✉t③t ✇✐r❞✱ ✇❡❧❝❤❡s ❞❡♥ ❙▲❙qP✲
❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ❛❧s ❢❡rt✐❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐❡rt❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❡♥t❤ä❧t✳
❊s ✇✐r❞ ❡✐♥ ❱❡❦t♦r pi ❞❡✜♥✐❡rt✱ ✇❡❧❝❤❡r ❞✐❡ ❣❡s✉❝❤t❡♥ ▼♦❞❡❧❧♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥
❡♥t❤ä❧t✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ß❡♥❞ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❋❡❤❧❡r♥♦r♠ Ψ(pi) ❛❧s ▼✐tt❡❧✇❡rt ❞❡s q✉❛❞r✐❡rt❡♥ r❡❧❛t✐✈❡♥
❋❡❤❧❡rs ❞❡r ❞✐s❦r❡t✐s✐❡rt❡♥ ❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡♥ ❛✉s ❊①♣❡r✐♠❡♥t Fexp ✉♥❞ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥
Fsim ❞❡✜♥✐❡rt✱ ✇❡❧❝❤❡ ❡✐♥ ▼✐♥✐♠✉♠ ❛♥♥❡❤♠❡♥ s♦❧❧✿
Ψ(pi) =
1
N
N∑
k=1
(
Fsim(uk, pi)− Fexp(uk)
Fexp(uk)
)2
= r2eff → Min. ✭✹✳✻✽✮
❯♠ ❞❛s ❘❡s✐❞✉✉♠ reff ❜❡r❡❝❤♥❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡♥ ✐♥♥❡r✲
❤❛❧❜ ❡✐♥❡s ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣s✐♥t❡r✈❛❧❧s [umin, umax] ✐♥ N − 1 äq✉✐❞✐st❛♥t❡ ❆❜s❝❤♥✐tt❡ ✉♥t❡rt❡✐❧t✱
s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✷✭❛✮✳ ■♠ ■❞❡❛❧❢❛❧❧ ❡✐♥❡r Ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❑✉r✈❡♥ ✈❡rs❝❤✇✐♥✲
❞❡t ❞❛s ❘❡s✐❞✉✉♠✳ ❯♠ ❋❡❤❧❡r ✐♥ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❚❡✐❧❛❜s❝❤♥✐tt❡♥ ❞❡s ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣s✐♥t❡r✈❛❧❧s
stär❦❡r ③✉ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣❡♥✱ ❦ö♥♥❡♥ ❲✐❝❤t✉♥❣s❢❛❦t♦r❡♥ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛♠✐t ❦❛♥♥ ✉♥✲
t❡r ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣❡♥ ❞✐❡ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s ❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ✈❡r❜❡ss❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ■♠
❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❥❡❞♦❝❤ ❛❧❧❡ ❋❡❤❧❡r ❣❧❡✐❝❤ ❣❡✇❡rt❡t✳
❉✐❡ ♥♦t✇❡♥❞✐❣❡ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❊①✐st❡♥③ ❡✐♥❡s ▼✐♥✐♠✉♠s ❧❛✉t❡t✿
∂Ψ(pi)
∂pi
= 0✱ ✭✹✳✻✾✮
✇♦❜❡✐ ❛❧s ◆❡❜❡♥❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ❞✐❡ ●r❡♥③❡♥ ❢ür ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧♣❛r❛♠❡t❡r pmini ≤ pi ≤ pmaxi ❢❡st❣❡❧❡❣t
s✐♥❞✳ ❉✐❡s❡ ●r❡♥③❡♥ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❞❛❜❡✐ ❛✉s ❱♦r✉♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ✇✐❡ ❡✐♥❡r P❛r❛♠❡t❡rst✉❞✐❡
♦❞❡r ❛✉s ❲❡r❦st♦✛❞❛t❡♥ ❜③✇✳ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡♥✳
❉✐❡ ❖♣t✐♠✐❡r✉♥❣ ✇✐r❞ ❜❡❡♥❞❡t✱ s♦❜❛❧❞ ❞❛s ❘❡s✐❞✉✉♠ ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ❡✐♥ ❣❡✇ä❤❧t❡r ●r❡♥③✇❡rt
r0eff ✐st ♦❞❡r ❦❡✐♥❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s ❘❡s✐❞✉✉♠s ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ P❛r❛♠❡t❡rä♥❞❡r✉♥❣ ♠❡❤r ❡rr❡✐❝❤t
✇✐r❞✳ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✷✭❜✮ ③❡✐❣t ❞❡♥ ✐t❡r❛t✐✈❡♥ ❈❤❛r❛❦t❡r ❞❡s ❖♣t✐♠✐❡r✉♥❣s✈❡r❢❛❤r❡♥s✳ ❲ä❤✲
r❡♥❞ ❞❡s ▲ös❡♥s ❞❡r ❖♣t✐♠✐❡r✉♥❣s❛✉❢❣❛❜❡ ✇✐r❞ ✐♥ ❥❡❞❡♠ ❉✉r❝❤❧❛✉❢ ❡✐♥❡ ❋❊▼✲❙✐♠✉❧❛t✐♦♥
❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✱ ✇❛s ♠❛ß❣❡❜❧✐❝❤ ❞✐❡ ❉❛✉❡r ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r✐❞❡♥t✐✜❦❛t✐♦♥ ❜❡st✐♠♠t✳ ❉✐❡ ❲❛❤❧
❞❡r ❙t❛rt♣❛r❛♠❡t❡r ❜❡❡✐♥✢✉sst ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥ss❝❤r✐tt❡ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞✐❡
❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ ❋❊▼✲❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥✳ ❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡r P✉♥❦t✱ ✇❡❧❝❤❡r ❞✐❡ ❉❛✉❡r ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r✐❞❡♥✲
t✐✜❦❛t✐♦♥ s❦❛❧✐❡rt✱ ✐st ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ▼♦❞❡❧❧♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❏❡❞❡r ▼♦❞❡❧❧♣❛r❛♠❡t❡r ✇✐r❞ ③✉r
❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ●r❛❞✐❡♥t❡♥ ✈❛r✐✐❡rt✱ ✇❛s ❡✐♥❡ ♥❡✉❡ r❡❝❤❡♥✐♥t❡♥s✐✈❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡r❢♦r❞❡rt✳
✹✳✼ P❛r❛♠❡t❡r✐❞❡♥t✐✜❦❛t✐♦♥ ✺✼
ܨ(ݑ௞, ݌௜)
ݑ0
ܨୱ୧୫ୣܨ ୶୮
✭❛✮ ❉✐s❦r❡t✐s✐❡rt❡ ❑✉r✈❡♥
FE-Simulation 
des Versuches𝐹𝐹sim 𝑢𝑢𝑘𝑘 , 𝑝𝑝𝑖𝑖
Experiment𝐹𝐹exp 𝑢𝑢𝑘𝑘
Identifizierte
Parameter 𝑝𝑝𝑖𝑖
𝐹𝐹sim − 𝐹𝐹exp 𝑝𝑝𝑖𝑖
< 𝑟𝑟eff0 > 𝑟𝑟eff0
✭❜✮ ❖♣t✐♠✐❡r✉♥❣s❛❧❣♦r✐t❤♠✉s
❆❜❜✳ ✹✳✶✷✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ③✉r P❛r❛♠❡t❡r✐❞❡♥t✐✜❦❛t✐♦♥ ♠✐t ❞✐s❦r❡t✐s✐❡rt❡♥ ❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡♥ ❛✉s ❊①✲
♣❡r✐♠❡♥t ✉♥❞ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥
❆✉s ❞✐❡s❡♥ ●rü♥❞❡♥ s♦❧❧t❡ ✈♦r ❙t❛rt ❞❡r P❛r♠❡t❡r✐❞❡♥t✐✜❦❛t✐♦♥ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ▼♦❞❡❧❧✲
♣❛r❛♠❡t❡r s♦ ✇❡✐t ✇✐❡ ♠ö❣❧✐❝❤ r❡❞✉③✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ♠ö❣❧✐❝❤st ❣✉t❡ ❆❜s❝❤ät③✉♥❣ ❞❡r
❙t❛rt✇❡rt❡ ❣❡tr♦✛❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ●❡❣❡❜❡♥❡♥❢❛❧❧s ✐st ❡s s✐♥♥✈♦❧❧✱ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ▼♦❞❡❧❧♣❛r❛♠❡t❡r
♥❛❝❤❡✐♥❛♥❞❡r ❛♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt❡♥ ❞❡r ❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡ ③✉ ✐❞❡♥t✐✜③✐❡✲
r❡♥✳ ❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣ ❞❛❢ür ✐st ❥❡❞♦❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧♣❛r❛♠❡t❡r ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ s✐♥❞
✉♥❞ ❡✐♥❡ ❡✐♥❞❡✉t✐❣❡ ❩✉♦r❞♥✉♥❣ ③✉ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✐♥t❡r✈❛❧❧❡♥ ♠ö❣❧✐❝❤ ✐st✳

✺✾
✺ ❊r❣❡❜♥✐ss❡
■♠ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✇❡r❞❡♥ s♦✇♦❤❧ ❞✐❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❛♥✲
❣❡✇❛♥❞t❡♥ Prü❢♠❡t❤♦❞❡♥ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ❞❛r❣❡✲
st❡❧❧t✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ③✇✐s❝❤❡♥ ❡r♠✐tt❡❧t❡♠ ▼❛t❡r✐❛❧❦❡♥♥✇❡rt ✕ ❋❡st✐❣❦❡✐t✱ ❇r✉❝❤③ä❤✐❣❦❡✐t ♦❞❡r
❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♣❛r❛♠❡t❡r ✕ s♦✇✐❡ ❞❡♠ ✉♥t❡rs✉❝❤t❡♥ ❲❡r❦st♦✛s②st❡♠ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❡♥✳ ❉✐❡ ❊r❣❡❜✲
♥✐ss❡ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❜✐❛①✐❛❧❡♥ ❋❡st✐❣❦❡✐ts✉♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ♠✐tt❡❧s ❇✸❇✲❚❡st ✇❡r❞❡♥ ❥❡ ♥❛❝❤
❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛ ♥❛❝❤ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❊✐♥✢✉ss❣röß❡♥ ✇✐❡ Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r ♦❞❡r Pr♦❜❡♥❤❡rst❡❧✲
❧✉♥❣s✈❡r❢❛❤r❡♥✱ ❑♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❤❛❧t ✉♥❞ ❱❡r❦♦❦✉♥❣st❡♠♣❡r❛t✉r ❣❡❣❧✐❡❞❡rt✳ ❉✐❡ ❡r♠✐tt❡❧t❡♥ ❊r✲
❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❇r✉❝❤③ä❤✐❣❦❡✐t ❛✉s ❞❡♥ ❈◆❇✲❱❡rs✉❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♥❛❝❤ ❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛ ✉♥t❡rt❡✐❧t✳
●❧❡✐❝❤❡s ❣✐❧t ❢ür ❞✐❡ ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♣❛r❛♠❡t❡r✳
✺✳✶ ❲❡✐❜✉❧❧✲❋❡st✐❣❦❡✐t
❉✐❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❇✸❇✲❱❡rs✉❝❤❡ ✇❡r❞❡♥ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r❲❡✐❜✉❧❧✲❱❡rt❡✐❧✉♥❣✱
s✐❡❤❡ ❑❛♣✐t❡❧ ✹✳✷✳✷✱ ❛✉s❣❡✇❡rt❡t✱ ✉♠ ❡✐♥❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r st❛t✐st✐s❝❤❡♥ ❙tr❡✉✲
✉♥❣ ❞❡r ❣❡♠❡ss❡♥❡♥ ❉❛t❡♥ ③✉ ❡r❤❛❧t❡♥✳ ❘❡s✉❧t❛t ✐st ❡✐♥❡ ❈❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❜✐❛①✐❛❧❡♥
❇✐❡❣❡❢❡st✐❣❦❡✐t ❞❡r ✉♥t❡rs✉❝❤t❡♥ ❦❡r❛♠✐s❝❤❡♥ ❲❡r❦st♦✛❡✱ ❛❧s♦ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞ ✉♥❞ ❦♦❤❧❡♥✲
st♦✛❣❡❜✉♥❞❡♥❡s ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞✳ ❋ür ❜❡✐❞❡ ❲❡r❦st♦✛❡ ③❡✐❣t ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶ ❡①❡♠♣❧❛r✐s❝❤❡
❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡♥ ❜❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥✳
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✉♥t❡rs✉❝❤t❡♥ ❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛❡ ❜❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥
❉❛❜❡✐ ❧ässt s✐❝❤ ❡✐♥ ❧✐♥❡❛r❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡r ❑r❛❢t ❜❡✐ ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥❡r ❦♦♥st❛♥t ❛♥st❡✐❣❡♥❞❡r
❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❜✐s ❡s ③✉ ❡✐♥❡♠ s✐❣♥✐✜❦❛♥t❡♥ ❆❜❢❛❧❧ ❞❡r ❑r❛❢t ♦❞❡r ❡✐♥❡r ❞❡✉t❧✐❝❤❡♥
✻✵ ✺ ❊r❣❡❜♥✐ss❡
❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✈♦♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❱❡r❧❛✉❢ ❦♦♠♠t✳ ❯♠ ❞✐❡ ❜✐❛①✐❛❧❡ ❇✐❡❣❡❢❡st✐❣❦❡✐t ③✉♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t
❡✐♥❡r ❦r✐t✐s❝❤❡♥ ❑r❛❢t ③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✱ ✇✐r❞ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✹✳✷✷✮ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ❞❡r❡♥ ●ü❧t✐❣❦❡✐t ❛✉❢✲
❣r✉♥❞ ❞❡r ❆♥♥❛❤♠❡♥ ❞❡r P❧❛tt❡♥t❤❡♦r✐❡ ❛✉❢ ❧✐♥❡❛r✲❡❧❛st✐s❝❤❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ❜❡s❝❤rä♥❦t
✐st✳ ❙♦❜❛❧❞ ♣❧❛st✐s❝❤❡ ❉❡❤♥✉♥❣❡♥✱ ❣r♦ß❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ♦❞❡r ❘✐ss❜✐❧❞✉♥❣ ❛✉❢tr❡t❡♥✱ ❡r❣❡❜❡♥
s✐❝❤ ❋❡❤❧❡r ❜❡✐ ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣✳ ❉❡s❤❛❧❜ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❦r✐t✐s❝❤❡ ❑r❛❢t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❡♠
❱❡rs❛❣❡♥ ❞❡s Pr♦❜❡ ❣❧❡✐❝❤❣❡s❡t③t ✇✐r❞✱ ❛❧s ❞✐❡❥❡♥✐❣❡ ❑r❛❢t ❞❡✜♥✐❡rt✱ ❜❡✐ ❞❡r ❞✐❡ ❡rst❡ ❆❜✲
✇❡✐❝❤✉♥❣ ✈♦♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❱❡r❧❛✉❢ ❛✉❢tr✐tt✳ ❉❛③✉ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❚♦❧❡r❛♥③❣r❡♥③❡
✈♦♥ ✷✪ ❞❡✜♥✐❡rt✳ ❲✐r❞ ❞✐❡s❡ ❚♦❧❡r❛♥③ ü❜❡rs❝❤r✐tt❡♥✱ ✐st ❞❡r ❞❡✜♥✐❡rt❡ ❱❡rs❛❣❡♥s③❡✐t♣✉♥❦t
✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ❦r✐t✐s❝❤❡ ❑r❛❢t ❡rr❡✐❝❤t✳
❋ür ❛❧❧❡ ❱❡rs✉❝❤❡ ❡✐♥❡r ❱❡rs✉❝❤sr❡✐❤❡ ✇✐r❞ s❝❤❧✐❡ß❧✐❝❤ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞❡r ❦r✐t✐s❝❤❡♥ ❑r❛❢t
❞✐❡ ③✉❣❡❤ör✐❣❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ❜❡r❡❝❤♥❡t✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♠ ▼✐tt❡❧♣✉♥❦t ❞❡r Pr♦❜❡♥✉♥t❡rs❡✐t❡
❛✉❢tr✐tt✳ ❉❡♥ s✐❝❤ ❡r❣❡❜❡♥❞❡♥ ❇r✉❝❤s♣❛♥♥✉♥❣❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛✉❢st❡✐❣❡♥❞ s♦rt✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ✇✐r❞
♠✐tt❡❧s ❘❛♥❣s❝❤ät③❢✉♥❦t✐♦♥ ❡✐♥❡ ❆✉s❢❛❧❧✇❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ③✉❣❡♦r❞♥❡t✳ ●❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ✇❡r❞❡♥
❞✐❡ ❲❡✐❜✉❧❧✲P❛r❛♠❡t❡r ♠✐t ❞❡r ▼❛①✐♠✉♠✲▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞✲▼❡t❤♦❞❡ ❛❜❣❡s❝❤ät③t✳ ❉❛s ❡✛❡❦t✐✈
❜❡❧❛st❡t❡ ❱♦❧✉♠❡♥ ✇✐r❞ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❡✐♥❡r ❋❊▼✲❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❱❡rs✉❝❤❡s ❢ür ❥❡❞❡ Pr♦❜❡ ❜❡r❡❝❤✲
♥❡t✳ ❇❡✐s♣✐❡❧❤❛❢t ✐st ❞❛s s✐❝❤ ❡r❣❡❜❡♥❞❡❲❡✐❜✉❧❧✲❉✐❛❣r❛♠♠ ✐♥❦❧✉s✐✈❡ ❱❡rtr❛✉❡♥s✐♥t❡r✈❛❧❧❡♥
s♦✇✐❡ ❡✐♥❡ ♥✐❝❤t❧♦❣❛r✐t❤♠✐s❝❤❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❙✉♠♠❡♥✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❢ür ❦♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❜✉♥❞❡♥❡s
❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞ ❜❡✐ ❘❛✉♠t❡♠♣❡r❛t✉r ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✷ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❆✲✸✸❈ ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ❡✐♥
▼❛ss❡♥❛♥t❡✐❧ ✈♦♥ ✸✸✪✲❑♦❤❧❡♥st♦✛ ❛♥❛❧♦❣ ③✉ ❚❛❜❡❧❧❡ ✸✳✷ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇✉r❞❡✳ ❉✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r
❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt❡♥ ❱❡rs✉❝❤❡ ❥❡ ❚❡str❡✐❤❡ ❜❡trä❣t ✸✺✱ ✉♠ ❞❡♥ ♥❛❝❤ ❉■◆ ❊◆ ✽✹✸✲✺ ❬✹✸❪ ü❜❧✐❝❤❡♥
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✺✳✶ ❲❡✐❜✉❧❧✲❋❡st✐❣❦❡✐t ✻✶
✺✳✶✳✶ ❊✐♥✢✉ss Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r ❜❡✐ ❆❧✷❖✸
❋ür ❞❛s ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞ ✐♥t❡r❡ss✐❡rt ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❞✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ❋❡st✐❣❦❡✐t ❜❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡✲
♥❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥✳ ❉❛③✉ ✇❡r❞❡♥ ❇✸❇✲❱❡rs✉❝❤sr❡✐❤❡♥ ❜❡✐ ❞❡♥ Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ❘❚✱ ✽✵✵ ◦❈✱
✶✷✵✵ ◦❈ s♦✇✐❡ ✶✺✵✵ ◦❈ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳ ❖❜✇♦❤❧ ❆❧✷❖✸ ü❜❡r✇✐❡❣❡♥❞ ❢ür ❞✐❡ ❋✐❧tr❛t✐♦♥ ✈♦♥ ❆❧✉✲
♠✐♥✐✉♠s❝❤♠❡❧③❡✱ ❜❡✐ ✇❡❧❝❤❡r ●✐❡ßt❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ❜✐s ✽✵✵ ◦❈ ❤❡rrs❝❤❡♥✱ ❡✐♥❣❡s❡t③t ✇✐r❞✱ ✐st
❡✐♥❡ ❈❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣ ❜❡✐ s❡❤r ❤♦❤❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ♥♦t✇❡♥❞✐❣✱ ❞❛ ❡s ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❛❧s ❇❡✲
s❝❤✐❝❤t✉♥❣s✇❡r❦st♦✛ ❢ür r❡❛❦t✐✈❡ ❋✐❧t❡rs②st❡♠❡ ✐♥ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣ ♠✐t ❆❧✷❖✸✲❈✲❋✐❧t❡r♥ ❢ür ❞✐❡
❙t❛❤❧s❝❤♠❡❧③❡✜❧tr❛t✐♦♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇✐r❞✳
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✸ ✉♥❞ ❚❛❜❡❧❧❡ ✺✳✶ ③❡✐❣❡♥ ❞✐❡ ❡r♠✐tt❡❧t❡♥ ❲❡✐❜✉❧❧✲P❛r❛♠❡t❡r ✐♥ ❆❜❤ä♥✲
❣✐❣❦❡✐t ❞❡r Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r✳ ■♥ ❆♥❤❛♥❣ ❆✳✶ ✉♥❞ ❆♥❤❛♥❣ ❆✳✷ s✐♥❞ ❞✐❡ ❣❡♠❡ss❡♥❡♥ ❑r❛❢t✲
❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡♥ ❛❧❧❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ❲❡✐❜✉❧❧✲P❧♦ts ✉♥❞ ❙✉♠✲
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❆❜❜✳ ✺✳✸✿ ❊✐♥✢✉ss ❞❡r Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r ❛✉❢ ❜✐❛①✐❛❧❡ ❇✐❡❣❡❢❡st✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞
❚❛❜✳ ✺✳✶✿ ❊✐♥✢✉ss ❞❡r Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r ❛✉❢ ❜✐❛①✐❛❧❡ ❇✐❡❣❡❢❡st✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞ ✭Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r ϑt✱
❙❝❤ät③✇❡rt ❞❡r ❲❡✐❜✉❧❧✲❋❡st✐❣❦❡✐t σ^0✱ ❙❝❤ät③✇❡rt ❞❡r ✈♦❧✉♠❡♥❜❡③♦❣❡♥❡♥ ❲❡✐❜✉❧❧✲❋❡st✐❣❦❡✐t σ^V0 ✱ ❦♦rr✐✲
❣✐❡rt❡r ❙❝❤ät③✇❡rt ❞❡s ❲❡✐❜✉❧❧✲▼♦❞✉❧s m^cor✱ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❱❡rs✉❝❤❡ N ✱ ✾✺✪✲❱❡rtr❛✉❡♥s❜❡r❡✐❝❤ ✐♥ ❡❝❦✐❣❡♥
❑❧❛♠♠❡r♥✮
ϑt ✐♥ ◦❈ ✷✵ ✽✵✵ ✶✷✵✵ ✶✺✵✵
σ0 ✐♥ ▼P❛ ✷✵✹✱✷ ✶✾✽✱✸ ✷✶✶✱✾ ✾✼✱✷
❬✶✾✼✱✾⑤✷✶✵✱✺❪ ❬✶✾✶✱✻⑤✷✵✺✱✵❪ ❬✷✵✼✱✸⑤✷✶✻✱✹❪ ❬✾✸✱✼⑤✶✵✵✱✼❪
σV0 ✐♥ ▼P❛ ✶✷✶✱✸ ✶✶✵✱✾ ✶✸✼✱✼ ✺✵✱✷
❬✶✶✼✱✺⑤✶✷✺✱✼❪ ❬✶✵✼✱✶⑤✶✶✹✱✻❪ ❬✶✸✹✱✼⑤✶✹✵✱✻❪ ❬✹✽✱✹⑤✺✷✱✵❪
mcor ✶✸✱✹✷ ✶✶✱✸✼ ✶✼✱✻✻ ✾✱✷✻
❬✾✱✼✽⑤✶✽✱✶✼❪ ❬✽✱✺✶⑤✶✺✱✵✸❪ ❬✶✸✱✷✼⑤✷✸✱✷✼❪ ❬✻✱✼✺⑤✶✷✱✺✹❪
N ✷✾ ✸✹ ✸✺ ✷✾
✻✷ ✺ ❊r❣❡❜♥✐ss❡
❊s ❧ässt s✐❝❤ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❜✐❛①✐❛❧❡ ❇✐❡❣❡❢❡st✐❣❦❡✐t ❜✐s ③✉ ❡✐♥❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✈♦♥ ❡t✇❛
✶✷✵✵ ◦❈ ❛♥♥ä❤❡r♥❞ ❦♦♥st❛♥t ❜❧❡✐❜t ✉♥❞ ♦❜❡r❤❛❧❜ ❞✐❡s❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r st❛r❦ ❛❜❢ä❧❧t✳ ❉✐❡s❡r ❆❜✲
❢❛❧❧ ✐st ❛✉❢ ❞❛s ❋❧✐❡ß❡♥ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥ ❞❡♥ ❑♦r♥❣r❡♥③❡♥ ③✉rü❝❦③✉❢ü❤r❡♥✳ ◆❛❝❤ ❙❛❧♠❛♥❣ ✉✳
❙❝❤♦❧③❡ ❬✶✹✻❪ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❡✐♥❡ ♣❧❛st✐s❝❤❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❞✐❡ ❥❡ ♥❛❝❤ ❇❡❧❛st✉♥❣ ✉♥❞ ❚❡♠♣❡r❛✲
t✉r ❞✉r❝❤ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ▼❡❝❤❛♥✐s♠❡♥ ❛✉s❣❡❧öst ✇✐r❞✱ ✇❡❧❝❤❡ s✐❝❤ ✐♥ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐s♠❡♥✲
❉✐❛❣r❛♠♠❡♥ ♥❛❝❤ ❆s❤❜② ❬✼❪ ❞❛rst❡❧❧❡♥ ❧❛ss❡♥✳ ❊s ✇✐r❞ ❞❛❜❡✐ ③✇✐s❝❤❡♥ ❉✐✛✉ss✐♦♥ ❞✉r❝❤
❞❛s ●✐tt❡r ✭◆❛❜❛rr♦✲❍❡rr✐♥❣✲▼❡❝❤❛♥✐s♠✉s ❬✼✶❪✮ ♦❞❡r ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ❑♦r♥❣r❡♥③❡♥ ✭❈♦❜❧❡✲
▼❡❝❤❛♥✐s♠✉s ❬✸✶❪✮ s♦✇✐❡ ❑♦r♥❣r❡♥③❡♥❣❧❡✐t❡♥ ❛❧s ❉✐✛✉s✐♦♥ ♦❞❡r ✈✐s❦♦s❡s ❋❧✐❡ß❡♥ ❞❡r ❑♦r♥✲
❣r❡♥③❡♥♣❤❛s❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❡♥✳ ▼✐t st❡✐❣❡♥❞❡r P❛rt✐❦❡❧❣röß❡ ✉♥❞ ❛♥❧✐❡❣❡♥❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣ ❣❡❤t
❞❛s ❑♦r♥❣r❡♥③❡♥❣❧❡✐t❡♥ ✐♥ ❞❛s ❉✐✛✉s✐♦♥s❦r✐❡❝❤❡♥ ❜✐s ❤✐♥ ③✉♠ ❱❡rs❡t③✉♥❣s❣❧❡✐t❡♥ ü❜❡r✳ ❆✉❢✲
❣r✉♥❞ ❞❡r ❣❡r✐♥❣❡♥ P❛rt✐❦❡❧❣röß❡ ❞❡r ❡✐♥❣❡s❡t③t❡♥ ❘♦❤st♦✛❡ tr✐tt ❢ür ❞❛s ✉♥t❡rs✉❝❤t❡ ❆❧✉♠✐✲
♥✐✉♠♦①✐❞ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❞✐✛✉s✐♦♥s❦♦♥tr♦❧❧✐❡rt❡s ❑♦r♥❣r❡♥③❡♥❣❧❡✐t❡♥ ❛✉❢✳ ❋ür ❡✐♥❡ ❊rst❡❧❧✉♥❣ ❡✐♥❡s
❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s♠❡❝❤❛♥✐s♠❡♥✲❉✐❛❣r❛♠♠s ❜❡❞❛r❢ ❡s ❡✐♥❡r ❱✐❡❧③❛❤❧ ❛♥ ❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤❡♥ ❜❡✐ ✈❡r✲
s❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ✉♥❞ ❇❡❧❛st✉♥❣❡♥✳ ❉❛❜❡✐ s♦❧❧t❡ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡r P♦r♦s✐tät ❛✉❢ ❞✐❡
❑r✐❡❝❤❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❜❡❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✱ s✐❡❤❡ ❈♦❜❧❡ ✉✳ ❑✐♥❣❡r② ❬✸✷❪✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❑r✐❡❝❤✲
r❛t❡ ♠✐t st❡✐❣❡♥❞❡r P♦r♦s✐tät ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❩✉♥❛❤♠❡ ❞❡r ❡✛❡❦t✐✈❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ❞❡s ●❡❢ü✲
❣❡s ✇ä❝❤st✳ ❇❡✐ ❞❡r ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ✇✐r❞ ❡✐♥ ❆❜✇❡✐❝❤❡♥ ✈♦♠ ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ✐♥ ❞❡r ❑r❛❢t✲
❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡ ❛❧s ❦r✐t✐s❝❤❡r ❲❡rt ❞❡✜♥✐❡rt✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❞❛s ❊✐♥s❡t③❡♥ ❞❡r ♣❧❛st✐s❝❤❡♥
❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❱❡rs❛❣❡♥ ❞❡r Pr♦❜❡ ❣❧❡✐❝❤❣❡s❡t③t ✇✐r❞✳ ❉❛❤❡r ✐st ❞✐❡ ❡r♠✐tt❡❧t❡ ❋❡s✲
t✐❣❦❡✐t ❜❡✐ ❞❡r ❤ö❝❤st❡♥ Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r ❡✐♥❡ ❦♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ●r❡♥③❡✳ ❯♠ ❞❛s ▼❛①✐♠✉♠ ❞❡r
❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡ ③✉r ❋❡st✐❣❦❡✐ts❜❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✈❡r✇❡♥❞❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ▼❛✲
t❡r✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❜❡♥öt✐❣t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❛s ❡❧❛st✐s❝❤❡ ✉♥❞ ♣❧❛st✐s❝❤❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣s✈❡r❤❛❧t❡♥ ❛❜❜✐❧❞❡♥
❦❛♥♥✳
❉❡r ❤♦❤❡ ❲❡✐❜✉❧❧✲▼♦❞✉❧ ❜❡✐ ❡✐♥❡r Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r ✈♦♥ ✶✷✵✵ ◦❈ ❧✐❡ß s✐❝❤ ♥✐❝❤t ♠✐t ❇❡✲
s♦♥❞❡r❤❡✐t❡♥ ❞❡r ♠✐tt❡❧s ❘❊▼✲▼✐❦r♦s❦♦♣ ✉♥t❡rs✉❝❤t❡♥ ❇r✉❝❤✢ä❝❤❡ ❦♦rr❡❧✐❡r❡♥✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❡✐♥❡
③✉❢ä❧❧✐❣❡ st❛t✐st✐s❝❤❡ ❯rs❛❝❤❡ ✈❡r♠✉t❡t ✇✐r❞✳ ❊✐♥❡ Ü❜❡r♣rü❢✉♥❣ ❞✐❡s❡r ❚❤❡s❡ ✐st ❜❡✐ ❡✐♥❡r
❲✐❡❞❡r❤♦❧✉♥❣ ❞❡r ❱❡rs✉❝❤sr❡✐❤❡ ♠✐t ❞❡✉t❧✐❝❤ ❤ö❤❡r❡r ❙t✐❝❤♣r♦❜❡♥③❛❤❧ ♠ö❣❧✐❝❤✱ ❞❛ s♦♠✐t ❞✐❡
❩✉✈❡r❧äss✐❣❦❡✐t ❞❡r ❛❜❣❡s❝❤ät③t❡♥ ❲❡✐❜✉❧❧✲P❛r❛♠❡t❡r ❛♥st❡✐❣t✳
✺✳✶✳✷ ❊✐♥✢✉ss Pr♦❜❡♥❤❡rst❡❧❧✉♥❣s✈❡r❢❛❤r❡♥ ❜❡✐ ❆❧✷❖✸✲❈
■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡s ❙❋❇ ✾✷✵ ✇✉r❞❡ ③✉ ❇❡❣✐♥♥ ❞❡r ❡rst❡♥ ❋ör❞❡r♣❡r✐♦❞❡ ❞❛s ❦♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❜✉♥❞❡✲
♥❡ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞ ❛❧s ♥❡✉❛rt✐❣❡r ❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t✳ ❉❡s❤❛❧❜ s✐♥❞ ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥
❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r Pr♦③❡ss♣❛r❛♠❡t❡r ♥♦❝❤ ✉♥❜❡❦❛♥♥t✳ ❙♦❧t②s✐✲
❛❦ ❬✶✺✾❪ ③❡✐❣t ❡rst❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ③✉♠ ❊✐♥✢✉ss ❞❡s ❇✐♥❞❡r❣❡❤❛❧ts✱ ❞❡r ❋♦r♠❣❡❜✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡r
❲är♠❡❜❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ❛✉❢✳ ❙♦ st❡✐❣t ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡♠ ❇✐♥❞❡r❣❡❤❛❧t✱ ❛❧s♦ ❞❡♠ ❆♥t❡✐❧ ❞❡s ❙t❡✐♥✲
❦♦❤❧❡♥t❡❡r♣❡❝❤s ❈❛❜♦r❡s➤ P✱ ❞✐❡ ❋❡st✐❣❦❡✐t✱ ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ❡r❤ö❤t s✐❝❤ ❛❜❡r ❞✐❡ ◆❡✐❣✉♥❣ ③✉♠
❙❝❤❧✐❡ß❡♥ ❞❡r P♦r❡♥✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❧❡t③t❧✐❝❤ ❞✐❡ ✐♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✸✳✷ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡ ▼❛t❡r✐❛❧③✉s❛♠♠❡♥s❡t✲
③✉♥❣ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇✐r❞✳ ❊✐♥ ♥ä❝❤st❡s ❊r❣❡❜♥✐s ③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❡✐♥ Pr❡ss❡♥ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r Pr♦❜❡♥❤❡r✲
st❡❧❧✉♥❣ ❞✐❡ ❋❡st✐❣❦❡✐t ❡r❤ö❤t✳ ❙❝❤❧✐❡ß❧✐❝❤ ✈❡rr✐♥❣❡rt s✐❝❤ ❞✐❡ ❋❡st✐❣❦❡✐t ❜❡✐ ❘❛✉♠t❡♠♣❡r❛t✉r✱
✇❡♥♥ ❞✐❡ Pr♦❜❡♥ ❜❡✐ ❤ö❤❡r❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ✈❡r❦♦❦t ✇❡r❞❡♥✳
❊✐♥ ❜✐s❤❡r ♦✛❡♥❡r P✉♥❦t ✐st ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡s Pr♦❜❡♥❤❡rst❡❧❧✉♥❣s✈❡r❢❛❤r❡♥s ♠✐t ❞❡♠ ❩✐❡❧✱
❞✐❡ ▼✐❦r♦str✉❦t✉r ❞❡s ❋✐❧t❡rs ❛✉❝❤ ✐♥ ❞❡♥ ❇✸❇✲Pr♦❜❡♥ ❛❜❜✐❧❞❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳ ❇❡✐ ❞❡r ❍❡r✲
st❡❧❧✉♥❣ ❞❡s ❆❧✷❖✸✲❈✲❋✐❧t❡rs ✇❡r❞❡♥ ③✇❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❙❝❤❧✐❝❦❡r✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ✐♠ ❲❛ss❡r❣❡❤❛❧t
✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✱ ❡✐♥❣❡s❡t③t✱ s✐❡❤❡ ❑❛♣✐t❡❧ ✸✳✷✳ ❉❡r ✈♦♥ ❙♦❧t②s✐❛❦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✻✶❪ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡
❙❝❤❧✐❝❦❡r ✇❡✐st ♥♦❝❤♠❛❧s ❡✐♥❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❋❡stst♦✛❣❡❤❛❧t ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❡✐♥❡r ✇❛ss❡r❡♥t✲
③✐❡❤❡♥❞❡♥ ●✐♣s❢♦r♠ ❛✉❢✳ ❋ür ❦❡r❛♠✐s❝❤❡ ❲❡r❦st♦✛❡ ✐st ❜❡❦❛♥♥t✱ ❞❛ss ❞❡r ❲❛ss❡r❣❡❤❛❧t ❞✐❡
✺✳✶ ❲❡✐❜✉❧❧✲❋❡st✐❣❦❡✐t ✻✸
P♦r♦s✐tät ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❛✉❝❤ ❞✐❡ ▼✐❦r♦str✉❦t✉r ❜❡❡✐♥✢✉sst✱ ✇❛s ❧❡t③t❧✐❝❤ ❡✐♥❡ ❆✉s✇✐r❦✉♥❣ ❛✉❢
❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❤❛t✱ s✐❡❤❡ ❈♦❜❧❡ ✉✳ ❑✐♥❣❡r② ❬✸✷❪ ♦❞❡r ❲❡r♥❡r ❡t ❛❧✳
❬✶✾✷❪✳ ❯♠ ❞❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❞❡s Pr♦❜❡♥❤❡rst❡❧❧✉♥❣s✈❡r❢❛❤r❡♥s ❛✉❢ ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢✲
t❡♥ ③✉ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s♦ ③✇❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥✳
❉❛s ❡rst❡ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t ❞❡♥ ✈♦♥ ❙♦❧t②s✐❛❦ ❬✶✺✾❪ ❣❡♥✉t③t❡♥ ●✐❡ßs❝❤❧✐❝❦❡r✱ ✇❡❧❝❤❡r
✐♥ ❡✐♥❡ ●✐♣s❢♦r♠ ❣❡❣♦ss❡♥ ✇✐r❞✳ ◆❛❝❤ ❚r♦❝❦♥❡♥ ✉♥❞ ❱❡r❦♦❦❡♥ ❞❡r ●rü♥❦ör♣❡r ✇❡r❞❡♥ ❛♥✲
s❝❤❧✐❡ß❡♥❞ ❛✉s ❞❡r ❋♦r♠ ③②❧✐♥❞r✐s❝❤❡ ❙tä❜❡ ❣❡❞r❡❤t ✉♥❞ ❞✐❡ Pr♦❜❡♥ ❣❡tr❡♥♥t✳ ❉❛s ③✇❡✐t❡
Pr♦❜❡♥❤❡rst❡❧❧✉♥❣s✈❡r❢❛❤r❡♥ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡♠ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✸✳✷✳✸ ❞❛r❣❡st❡❧❧t❡♥ ❆❜❧❛✉❢✱ ❡s ✇❡r✲
❞❡♥ ❛❧s♦ ❡✐♥ ❙♣rü❤s❝❤❧✐❝❦❡r ❛✉s ❞❡r ❋✐❧t❡r❤❡rst❡❧❧✉♥❣ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❚❡✢♦♥❢♦r♠ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❇❡✐❞❡
Pr♦❜❡♥❤❡rst❡❧❧✉♥❣s✈❡r❢❛❤r❡♥ s✐♥❞ s❝❤❡♠❛t✐s❝❤ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✹ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳
125 x 25 x 25 mm3
Ø 8 mm 
 t = 0,5 mm 
❆❜❜✳ ✺✳✹✿ ❙❝❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡s ❍❡rst❡❧❧✉♥❣s✈❡r❢❛❤r❡♥ ❞❡r ❇✸❇✲Pr♦❜❡♥✿ ●✐❡ßs❝❤❧✐❝❦❡r ✉♥❞ ●✐♣s❢♦r♠
✭❧✐♥❦s✮✱ ❙♣rü❤s❝❤❧✐❝❦❡r ✉♥❞ ❚❡✢♦♥❢♦r♠ ✭r❡❝❤ts✮
❉✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❇✸❇✲❱❡rs✉❝❤❡ ❜❡✐ ❘❛✉♠t❡♠♣❡r❛t✉r ✉♥❞ ✽✵✵ ◦❈ s✐♥❞ ♥✉♥ ✐♥ ❆❜❜✐❧✲
❞✉♥❣ ✺✳✺ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❲❡✐❜✉❧❧✲❉✐❛❣r❛♠♠ s♦✇✐❡ ✐♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✺✳✷ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst✳ ■♥ ❜❡✐❞❡♥
❱❡rs✉❝❤sr❡✐❤❡♥ ✇✉r❞❡ ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧ ❜❡✐ ✽✵✵ ◦❈ ✈❡r❦♦❦t✳
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✭❜✮ ❙♣rü❤s❝❤❧✐❝❦❡r ✉♥❞ ❚❡✢♦♥❢♦r♠
❆❜❜✳ ✺✳✺✿ ❊✐♥✢✉ss ❞❡s Pr♦❜❡♥❤❡rst❡❧❧✉♥❣s✈❡r❢❛❤r❡♥s ❛✉❢ ❞✐❡ ❜✐❛①✐❛❧❡ ❇✐❡❣❡❢❡st✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❆❧✷❖✸✲❈
✻✹ ✺ ❊r❣❡❜♥✐ss❡
❋ür ❜❡✐❞❡ Pr♦❜❡♥❤❡rst❡❧❧✉♥❣s✈❡r❢❛❤r❡♥ st❡✐❣t ❞✐❡ ❋❡st✐❣❦❡✐t ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❤ö❤❡r❡♥ Prü❢t❡♠♣❡✲
r❛t✉r ❧❡✐❝❤t ❛♥✳ ❊✐♥❡ ❊r❦❧är✉♥❣ ❢ür ❞✐❡s❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❢♦❧❣t ✐♠ ♥ä❝❤st❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt✳ ❊s ❧ässt
s✐❝❤ ❦❡✐♥ s✐❣♥✐✜❦❛♥t❡r ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ❞❡r ❋❡st✐❣❦❡✐t ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❍❡rst❡❧❧✉♥❣s✈❡r❢❛❤r❡♥ ❡r❦❡♥✲
♥❡♥✳ ❉❡r ❲❡✐❜✉❧❧✲▼♦❞✉❧ ❞❡r ❙♣rü❤s❝❤❧✐❝❦❡r✲Pr♦❜❡♥ ❧✐❡❣t ♦❜❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❡r♠✐tt❡❧t❡♥ ❲❡rt❡s
❞❡r ●✐❡ßs❝❤❧✐❝❦❡r✲Pr♦❜❡♥✱ ✇♦❜❡✐ ❡s ❡✐♥❡ Ü❜❡r❧❛♣♣✉♥❣ ❞❡r ❙tr❡✉❜❡r❡✐❝❤❡ ❣✐❜t✳ ❉❡r ❲❡✐❜✉❧❧✲
▼♦❞✉❧ ✐st ♥❛❝❤ ❉❛♥③❡r ❡t ❛❧✳ ❬✹✵❪ st❛r❦ ✈♦♥ ❞❡r ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡♥ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡ ❛❜❤ä♥❣✐❣ ✉♥❞
❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ●röß❡ ❞❡r ❙t✐❝❤♣r♦❜❡ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❜❡✐ ❞❡r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡s ❲❡✐✲
❜✉❧❧✲▼♦❞✉❧s ❡r✇❛rt❡t✳ ❙♦♠✐t ❦❛♥♥ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡s Pr♦❜❡♥❤❡rst❡❧❧✉♥❣s✈❡r❢❛❤r❡♥s ❛✉❢ ❜❡✐❞❡
P❛r❛♠❡t❡r ❛❧s ❣❡r✐♥❣ ❜❡✇❡rt❡t ✇❡r❞❡♥✳
❚❛❜✳ ✺✳✷✿ ❊✐♥✢✉ss ❞❡s Pr♦❜❡♥❤❡rst❡❧❧✉♥❣s✈❡r❢❛❤r❡♥s ❛✉❢ ❜✐❛①✐❛❧❡ ❇✐❡❣❡❢❡st✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❦♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❜✉♥❞❡♥❡♠
❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞ ✭Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r ϑt✱ ❙❝❤ät③✇❡rt ❞❡r ❲❡✐❜✉❧❧✲❋❡st✐❣❦❡✐t σ^0✱ ❙❝❤ät③✇❡rt ❞❡r ✈♦❧✉♠❡♥❜❡③♦✲
❣❡♥❡♥ ❲❡✐❜✉❧❧✲❋❡st✐❣❦❡✐t σ^V
0
✱ ❦♦rr✐❣✐❡rt❡r ❙❝❤ät③✇❡rt ❞❡s ❲❡✐❜✉❧❧✲▼♦❞✉❧s m^cor✱ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❱❡rs✉❝❤❡ N ✱
✾✺✪✲❱❡rtr❛✉❡♥s❜❡r❡✐❝❤ ✐♥ ❡❝❦✐❣❡♥ ❑❧❛♠♠❡r♥✮
●✐❡ßs❝❤❧✐❝❦❡r ❙♣rü❤s❝❤❧✐❝❦❡r
ϑt ✐♥ ◦❈ ✷✵ ✽✵✵ ✷✵ ✽✵✵
σ0 ✐♥ ▼P❛ ✹✵✱✼✾ ✺✸✱✾✹ ✸✽✱✷✵ ✹✻✱✽✾
❬✸✽✱✶✹⑤✹✸✱✺✺❪ ❬✺✵✱✾✻⑤✺✼✱✵✵❪ ❬✸✻✱✼✺⑤✸✾✱✻✻❪ ❬✹✹✱✽✸⑤✹✽✱✾✽❪
σV0 ✐♥ ▼P❛ ✶✽✱✵✸ ✷✺✱✸✼ ✷✵✱✺✶ ✷✹✱✼✷
❬✶✻✱✽✼⑤✶✾✱✷✻❪ ❬✷✸✱✾✼⑤✷✻✱✽✶❪ ❬✶✾✱✼✹⑤✷✶✱✸✵❪ ❬✷✸✱✻✹⑤✷✺✱✽✸❪
mcor ✻✱✶✽ ✼✱✸✷ ✶✵✱✷✼ ✾✱✼✾
❬✹✱✺✸⑤✽✱✸✷❪ ❬✺✱✸✻⑤✾✱✽✺❪ ❬✼✱✻✺⑤✶✸✱✻✹❪ ❬✼✱✵✺⑤✶✸✱✹✶❪
N ✸✵ ✸✵ ✸✸ ✷✼
❉✐❡ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❘❛st❡r❡❧❡❦tr♦♥❡♥♠✐❦r♦s❦♦♣ ❡r♠✐tt❡❧t❡ ▼✐❦r♦str✉❦t✉r ❞❡r ❙❝❤❧✐✛❜✐❧❞❡r ❞❡r
❜❡✐❞❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t❡♥ Pr♦❜❡♥❤❡rst❡❧❧✉♥❣s✈❡r❢❛❤r❡♥ s♦✇✐❡ ❞❡s ❋✐❧t❡rs ③❡✐❣t ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✻✳
✭❛✮ ●✐❡ßs❝❤❧✐❝❦❡r ♠✐t ●✐♣s❢♦r♠ ✭❜✮ ❙♣rü❤s❝❤❧✐❝❦❡r ♠✐t ❚❡✢♦♥❢♦r♠ ✭❝✮ ❋✐❧t❡rst❡❣
❆❜❜✳ ✺✳✻✿ ❘❊▼✲▼✐❦r♦str✉❦t✉r❛✉❢♥❛❤♠❡ ❞❡r ❙❝❤❧✐✛❜✐❧❞❡r ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ Pr♦❜❡♥❤❡rst❡❧❧✉♥❣s✈❡r✲
❢❛❤r❡♥ ✉♥❞ ❞❡s ❋✐❧t❡rs
❉✐❡ ●✐❡ßs❝❤❧✐❝❦❡r✲Pr♦❜❡♥ ③❡✐❣❡♥ ❡✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡r❡s ●❡❢ü❣❡ ❛❧s ❞✐❡ ❙♣rü❤s❝❤❧✐❝❦❡r✲Pr♦❜❡♥✳
❉❛s ❙❝❤❧✐✛❜✐❧❞ ❞❡r ●✐❡ßs❝❤❧✐❝❦❡r✲Pr♦❜❡♥ ❦❛♥♥ ❛❧s ❤♦♠♦❣❡♥ ✉♥❞ ❢❡✐♥❦ör♥✐❣ ♠✐t ✈✐❡❧❡♥ ❦❧❡✐♥❡♥
P♦r❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ✉♥✐♠♦❞❛❧❡ P♦r❡♥❦❧❛ss❡♥✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ③❡✐❣t ❡✐♥ ▼❛①✐♠✉♠ ❜❡✐ ❡✐✲
♥❡♠ P♦r❡♥❞✉r❝❤♠❡ss❡r ✈♦♥ ✻✼✺ ♥♠✳ ❉❡r ▼❡❞✐❛♥✲P♦r❡♥❞✉r❝❤♠❡ss❡r✱ ❞❡r s✐❝❤ ❛✉s ▼❡ss✉♥❣❡♥
♠✐t ❡✐♥❡♠ ◗✉❡❝❦s✐❧❜❡r❞r✉❝❦♣♦r♦s✐♠❡t❡r ❡r❣✐❜t✱ ❜❡trä❣t ✻✵✼ ♥♠✳ ❉❛rü❜❡r ❤✐♥❛✉s tr❡t❡♥ ✈❡r✲
❡✐♥③❡❧t ●✉ss❢❡❤❧❡r ✇✐❡ ▲✉♥❦❡r ✉♥❞ ❘✐ss❡ ❛✉❢✳ ❉✐❡s❡ ❉❡❢❡❦t❡ r❡s✉❧t✐❡r❡♥ ❛✉s ❞❡♠ ❙❝❤✇✐♥❞❡♥
❞❡r ❣r♦ß❡♥ ●✉ss❜❧ö❝❦❡ ✉♥❞ ❞❡♠ ❡✐♥❣❡s❡t③t❡♥ ●✐❡ßs❝❤❧✐❝❦❡r✱ ✇❡❧❝❤❡r ♥✐❝❤t ❢ür ❞❡♥ ●✐❡ß③✇❡❝❦
✺✳✶ ❲❡✐❜✉❧❧✲❋❡st✐❣❦❡✐t ✻✺
♦♣t✐♠✐❡rt ✇✉r❞❡✳ ■♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ❞❛③✉ ✇❡✐s❡♥ ❞✐❡ ❙♣rü❤s❝❤❧✐❝❦❡r✲Pr♦❜❡♥ ❡✐♥❡ ✉♠ ❡t✇❛ ✶✺✪
❣❡r✐♥❣❡r❡ ♦✛❡♥❡ P♦r♦s✐tät ✈♦♥ ✸✷✱✶✪ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ▼❛①✐♠✉♠ ✐♥ ❞❡r ✉♥✐♠♦❞❛❧❡♥ P♦r❡♥❣röß❡♥✲
✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❜❡✐ ✷✹✺ ♥♠ ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ▼❡❞✐❛♥✲P♦r❡♥❞✉r❝❤♠❡ss❡r ✈♦♥ ✷✽✹ ♥♠ ❛✉❢✳ ❇❡✐ P♦r❡♥❞✉r❝❤✲
♠❡ss❡r♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ✶µ♠ ✉♥❞ ✶✵✵µ♠ ✇✐r❞ ❡✐♥ ❊✐♥❞r✐♥❣❡♥ ✈♦♥ ❡t✇❛ ✷✵✪ ❞❡s ❣❡s❛♠t❡♥ ❊✐♥✲
❞r✐♥❣✈♦❧✉♠❡♥s ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ◗✉❡❝❦s✐❧❜❡r❞r✉❝❦♣♦r♦s✐täts♠❡ss✉♥❣ ❡rr❡✐❝❤t✳ ❉✐❡ ●✐❡ßs❝❤❧✐❝❦❡r✲
Pr♦❜❡♥ ③❡✐❣❡♥ ❜❡✐ ❞✐❡s❡r P♦r❡♥❦❧❛ss❡ ❦❡✐♥ s✐❣♥✐✜❦❛♥t❡s ❊✐♥❞r✐♥❣❡♥✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❣❡r✐♥❣❡r❡♥
P♦r♦s✐tät ✇✐r❞ ❡✐♥ ❣❡r✐♥❣❡r❡s ●❡s❛♠t❡✐♥❞r✐♥❣✈♦❧✉♠❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❙♣rü❤s❝❤❧✐❝❦❡r✲Pr♦❜❡♥ ❣❡♠❡s✲
s❡♥✳ ❉❡r ❙♣rü❤s❝❤❧✐❝❦❡r ❤❛t ❡✐♥❡♥ ❣❡r✐♥❣❡r❡♥ ❲❛ss❡r❣❡❤❛❧t✱ ✇♦r❛✉s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❣❡r✐♥❣❡r❡ P♦r♦✲
s✐tät r❡s✉❧t✐❡rt✳ ❉❡♥♥♦❝❤ ✐st ③✉ ❜❡❛❝❤t❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ●✐♣s❢♦r♠ ❡✐♥❡♥ ✇❛ss❡r❡♥t③✐❡❤❡♥❞❡♥ ❊✛❡❦t
❢ür ❞❡♥ ❙❝❤❧✐❝❦❡r ❤❛t✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❞❡r ❡✛❡❦t✐✈❡ ❲❛ss❡r❣❡❤❛❧t ❞❡s ●✐❡ßs❝❤❧✐❝❦❡rs ✉♥❜❡❦❛♥♥t ✐st✳
■♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❙❝❤❧✐✛❜✐❧❞❡r ✈♦♥ ❋✐❧t❡r ✉♥❞ ●✐❡ßs❝❤❧✐❝❦❡r✲Pr♦❜❡ ③❡✐❣t s✐❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ●✐❡ß✲
s❝❤❧✐❝❦❡r✲Pr♦❜❡ ③✉ ❤♦♠♦❣❡♥ ✐st✱ ✉♠ ❞✐❡ ❋✐❧t❡r✲▼✐❦r♦str✉❦t✉r ③✉ r❡♣r♦❞✉③✐❡r❡♥✳ ❉❛rü❜❡r ❤✐♥✲
❛✉s ✇✐r❞ ❡✐♥ ❋❡❤❧❡♥ ❣röß❡r❡r P♦r❡♥ ❛♥ ❞❡r ●✐❡ßs❝❤❧✐❝❦❡r✲Pr♦❜❡ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t✳ ■♠ ●❡❣❡♥s❛t③
❞❛③✉ ③❡✐❣❡♥ ❞✐❡ ●❡❢ü❣❡❛✉❢♥❛❤♠❡♥ ✈♦♥ ❋✐❧t❡r ✉♥❞ ❙♣rü❤s❝❤❧✐❝❦❡r✲Pr♦❜❡ ❡✐♥❡ ❣✉t❡ Ü❜❡r❡✐♥✲
st✐♠♠✉♥❣ ✐♥ ❇❡③✉❣ ❛✉❢ ❍♦♠♦❣❡♥✐tät ✉♥❞ P♦r❡♥❣röß❡ s♦✇✐❡ ✲✈❡rt❡✐❧✉♥❣✳ ❉✐❡s ❢ü❤rt ③✉ ❞❡♠
❙❝❤❧✉ss✱ ❞❛ss ❞❡r Pr♦❜❡♥❤❡rst❡❧❧✉♥❣s♣r♦③❡ss ❛✉❢ ❇❛s✐s ❡✐♥❡s ❙♣rü❤s❝❤❧✐❝❦❡r✈❡r❢❛❤r❡♥s ♠✐t
❚❡✢♦♥❢♦r♠ ❜❡✈♦r③✉❣t ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧t❡✱ ✉♠ Pr♦❜❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ▼✐❦r♦str✉❦t✉r ③✉ ❡r③❡✉❣❡♥✱ ❞✐❡
❞❡r ❡✐♥❡s ❡❝❤t❡♥ ❋✐❧t❡rst❡❣❡s ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥✳ ❉❡s❤❛❧❜ ✇❡r❞❡♥ ❜❡✐ ❛❧❧❡♥ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❇✸❇✲
❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ♥✉r s♦❧❝❤❡ Pr♦❜❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❚r♦t③ ❞❡r s✐❝❤ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥❞❡♥ ▼✐❦r♦str✉❦✲
t✉r ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ Pr♦❜❡♥✱ ③❡✐❣❡♥ ❞✐❡ ❡r♠✐tt❡❧t❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❑❡♥♥❣röß❡♥ ❦❡✐♥❡♥
s✐❣♥✐✜❦❛♥t❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞✳ ❉❛s ❱♦r❤❛♥❞❡♥s❡✐♥ ✈♦♥ P♦r❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❉✉r❝❤♠❡ss❡r ③✇✐s❝❤❡♥
✶µ♠ ✉♥❞ ✶✵✵µ♠ ✇✐r❦t s✐❝❤ ❞❡♠♥❛❝❤ ♥✐❝❤t ❢❡st✐❣❦❡✐ts♠✐♥❞❡r♥❞ ❛✉s✳ ❊✐♥❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ❊r❦❧är✉♥❣
✐st ❞❛s ❣❡r✐♥❣❡ ❡✛❡❦t✐✈ ❜❡❧❛st❡t❡ ❱♦❧✉♠❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣s✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ✐♠ ❇✸❇✲❱❡rs✉❝❤✱ ❜❡✐
✇❡❧❝❤❡♠ s♦❧❝❤❡ ❣r♦ß❡♥ P♦r❡♥ ♥✐❝❤t ❦r✐t✐s❝❤ ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❊✐♥ ❛♥❞❡r❡r ❊r❦❧är✉♥❣s❛♥s❛t③
❜❡tr❛❝❤t❡t ❞✐❡ ❋♦r♠ ❞❡r ❣r♦ß❡♥ P♦r❡♥✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡s❡ ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❦✉❣❡❧❢ör♠✐❣ s✐♥❞✱ ❞❛♥♥ s✐♥❞ ❞✐❡✲
s❡ ✇❡♥✐❣❡r ❦r✐t✐s❝❤ ❛❧s ❦❧❡✐♥❡r❡ ❉❡❢❡❦t❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ✉♥❣ü♥st✐❣❡r❡♥✱ ✢ä❝❤✐❣❡♥ ❆✉s♣rä❣✉♥❣✳ ❉✐❡
▲ä♥❣❡ ❞❡s ❦r✐t✐s❝❤❡♥ ❆♥r✐ss❡s ❡♥ts♣r✐❝❤t ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ♥✐❝❤t ❞❡♠ ❉✉r❝❤♠❡ss❡r ❞❡r ❣rößt❡♥
❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ P♦r❡✳
✺✳✶✳✸ ❊✐♥✢✉ss ❱❡r❦♦❦✉♥❣st❡♠♣❡r❛t✉r ❜❡✐ ❆❧✷❖✸✲❈
■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ✇✐r❞ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❱❡r❦♦❦✉♥❣st❡♠♣❡r❛t✉r ❜❡✇❡rt❡t✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❡♥t✲
s♣r❡❝❤❡♥❞ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✸ ③✇✐s❝❤❡♥ ✽✵✵ ◦❈ ✉♥❞ ✶✹✵✵ ◦❈ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❡♥✳ ❙♦❧t②s✐❛❦ ❬✶✺✾❪ ❧❡✐s✲
t❡t ❤✐❡r③✉ ❡rst❡ ❱♦r✉♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥✳ ❇❡✐ ❘❛✉♠t❡♠♣❡r❛t✉r ③❡✐❣t s✐❝❤ ❡✐♥❡ ❆❜♥❛❤♠❡ ❞❡r ❋❡st✐❣✲
❦❡✐t ❜❡✐ ❞❡r ❤ö❤❡r❡♥ ❱❡r❦♦❦✉♥❣st❡♠♣❡r❛t✉r✳ ❉✐❡s ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❣❡r✐♥❣❡r❡♥ ❖r❞♥✉♥❣s❣r❛❞
❞❡r ●r❛♣❤❡♥✲❊❜❡♥❡♥ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s ♥✐❡❞r✐❣❡r❡♥ ❑r✐st❛❧❧✐s❛t✐♦♥s❣r❛❞❡s ❜❡✐ ♥✐❡❞r✐❣❡r❡♥ ❱❡r❦♦✲
❦✉♥❣st❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ❡r❦❧ärt✳ ❇❡✐ ❞❡r ❤♦❤❡♥ ❱❡r❦♦❦✉♥❣st❡♠♣❡r❛t✉r ❣r❛✜t✐s✐❡rt ❞❛s ❙t❡✐♥❦♦❤✲
❧❡♥t❡❡r♣❡❝❤ stär❦❡r ✉♥❞ ✐st rö♥t❣❡♥♦❣r❛✜s❝❤ ✈♦♥ ❛♠♦r♣❤ ③✉ ❦r✐st❛❧❧✐♥ ✉♠❣❡✇❛♥❞❡❧t✱ s✐❡❤❡
❉♦♣✐t❛ ❡t ❛❧✳ ❬✺✵❪✳ ❆✉❝❤ ❞✉r❝❤ ❘❛♠❛♥✲❙♣❡❦tr♦s❦♦♣✐❡✲❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❘ö❞❡r ❡t ❛❧✳
❬✶✹✺❪ ✇✐r❞ ❞✐❡ ♠✐❦r♦str✉❦t✉r❡❧❧❡ ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣ ❜❡❧❡❣t✳ ❉❛❜❡✐ ③❡✐❣t s✐❝❤ ❜❡✐ ❤ö❤❡r❡♥ ❚❡♠♣❡✲
r❛t✉r❡♥ ❡✐♥❡ ❆❜♥❛❤♠❡ ❞❡r ❇r❡✐t❡ ❞❡s ❉✲❇❛♥❞❡s ✭✑❛t♠❡♥❞❡r✑ ▼♦❞❡ ✈♦♥ s♣✷✲●✐tt❡r♣❧ät③❡♥✱
❛♥❣❡♦r❞♥❡t ✐♥ s❡❝❤s❢❛❝❤✲❘✐♥❣❡♥✱ s✐❡❤❡ ❉❡❜✉s ❬✹✶❪✮ s♦✇✐❡ ❞❛s ❋❡❤❧❡♥ ❡✐♥❡s ❦❧❛r ❞❡✜♥✐❡r✲
t❡♥ ❘❛♠❛♥✲P❡❛❦s ③✇❡✐t❡r ❖r❞♥✉♥❣✳ ●❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ✈❡rs❝❤✐❡❜t s✐❝❤ ❞❛s ●✲❇❛♥❞✱ ✇❡❧❝❤❡s ❡✐♥❡
♦s③✐❧❧✐❡r❡♥❞❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✭❉❡❤♥✉♥❣ ❞❡r ❍②❜r✐❞❜✐♥❞✉♥❣✮ ❡✐♥❡s ❥❡❞❡♥ ❑♦❤❧❡♥st♦✛♣❛❛r❡s ♠✐t s♣✷✲
❑♦❤❧❡♥st♦✛❛t♦♠❡♥ ❜❡✐♥❤❛❧t❡t✱ s✐❡❤❡ ❉❡❜✉s ❬✹✶❪✱ ③✉ ♥✐❡❞r✐❣❡r❡♥ ❲❡❧❧❡♥③❛❤❧❡♥✱ ❡s ❡r❣✐❜t s✐❝❤
❛❧s♦ ❡✐♥ ❙tr❡✉❧✐❝❤t ♠✐t ❣❡r✐♥❣❡r❡r ❊♥❡r❣✐❡✳ ❉✐❡ ❘❡s✉❧t❛t❡ ✈♦♥ ❙♦❧t②s✐❛❦ ❬✶✺✾❪ s♦❧❧❡♥ ❢ür ✇❡✐✲
✻✻ ✺ ❊r❣❡❜♥✐ss❡
t❡r❡ Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ s✐♥❞ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✼
✉♥❞ ❚❛❜❡❧❧❡ ✺✳✸ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳
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❆❜❜✳ ✺✳✼✿ ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❱❡r❦♦❦✉♥❣st❡♠♣❡r❛t✉r ❛✉❢ ❞✐❡ ❜✐❛①✐❛❧❡ ❇✐❡❣❡❢❡st✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❦♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❜✉♥❞❡♥❡♠
❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞ ❜❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r❡♥
❩✉♥ä❝❤st ✇✐r❞ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❞❛s ❜❡✐ ✽✵✵ ◦❈ ✈❡r❦♦❦t❡ ❆❧✷❖✸✲❈ ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❊s ❧ässt s✐❝❤ ③✉❡rst
❡✐♥ ❆♥st✐❡❣ ❞❡r ❋❡st✐❣❦❡✐t ❜✐s ③✉r ❱❡r❦♦❦✉♥❣st❡♠♣❡r❛t✉r ✉♥❞ ❡✐♥ ❛♥s❝❤❧✐❡ß❡♥❞❡r ❆❜❢❛❧❧ ❞❡r
❋❡st✐❣❦❡✐t ❜❡✐ Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ♦❜❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❱❡r❦♦❦✉♥❣st❡♠♣❡r❛t✉r ❡r❦❡♥♥❡♥✳ ■♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤
❞❛③✉ ③❡✐❣t ❞❛s ❜❡✐ ✶✹✵✵ ◦❈ ✈❡r❦♦❦t❡ ▼❛t❡r✐❛❧ ❡✐♥❡ st❡t✐❣❡ ❩✉♥❛❤♠❡ ❞❡r ❋❡st✐❣❦❡✐t ❜❡✐ ❛♥st❡✐✲
❣❡♥❞❡r Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r✳ ❇❡✐ ❘❛✉♠t❡♠♣❡r❛t✉r ❜❡stät✐❣❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ✈♦♥ ❙♦❧t②s✐❛❦
❬✶✺✾❪✱ ❛❧s♦ ❡✐♥❡ ♥✐❡❞r✐❣❡r❡ ❋❡st✐❣❦❡✐t ❜❡✐ ❤ö❤❡r❡r ❱❡r❦♦❦✉♥❣st❡♠♣❡r❛t✉r✳ ❇❡✐ ❞❡r ❤ö❝❤st❡♥
Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r ✇❡✐st ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧ ♠✐t ❞❡r ❤ö❤❡r❡♥ ❱❡r❦♦❦✉♥❣st❡♠♣❡r❛t✉r ❡✐♥❡ ❤ö✲
❤❡r❡ ❋❡st✐❣❦❡✐t ❛✉❢✳ ❉❛s ▼❛①✐♠✉♠ ❞❡r ❋❡st✐❣❦❡✐t tr✐tt ❢ür ❥❡❞❡s ✉♥t❡rs✉❝❤t❡ ❲❡r❦st♦✛s②st❡♠
❛❧s♦ ❞❛♥♥ ❛✉❢✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❱❡r❦♦❦✉♥❣st❡♠♣❡r❛t✉r ✐st✳
❊✐♥❡ ❚❤❡♦r✐❡ ③✉r ❊r❦❧är✉♥❣ ❞✐❡s❡s ❱❡r❧❛✉❢s ❞❡r ❋❡st✐❣❦❡✐t ❧✐❡❢❡r♥ ▲✉❝❤✐♥✐ ❡t ❛❧✳ ❬✾✼❪✿ ❇❡✐
❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧❤❡rst❡❧❧✉♥❣ ❜❡✜♥❞❡t s✐❝❤ ❞❡r ❲❡r❦st♦✛ ❜❡✐ ❞❡r ❱❡r❦♦❦✉♥❣st❡♠♣❡r❛t✉r ✐♥ ❡✐♥❡♠
❩✉st❛♥❞ ♦❤♥❡ ▼✐❦r♦r✐ss❡ ✉♥❞ ❡✐♥❡r ✐❞❡❛❧❡♥ ❆♥❜✐♥❞✉♥❣ ❞❡r ❆❧✷❖✸✲P❛rt✐❦❡❧ ❛♥ ❞✐❡ ❑♦❤❧❡♥✲
st♦✛♠❛tr✐①✳ ❉✐❡s❡r ❩✉st❛♥❞ ✇✐r❞ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❧❛♥❣❡♥ ❍❛❧t❡③❡✐t ❡rr❡✐❝❤t✳ ❇❡✐♠ ❆❜❦ü❤❧❡♥ ❞❡r
Pr♦❜❡♥ ❦♦♠♠t ❡s ♥✉♥ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣s❦♦❡✣③✐❡♥✲
t❡♥ ✭αC > αAl2O3✮ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ P❤❛s❡♥ ③✉r ❇✐❧❞✉♥❣ ✈♦♥ ▼✐❦r♦r✐ss❡♥ ✉♥❞ P♦r❡♥✳ ❉✐❡
❘✐ss❡ ❦ö♥♥❡♥ ❞❛❜❡✐ ③✉s❛♠♠❡♥❧❛✉❢❡♥ ♦❞❡r s✐❝❤ ✈❡r③✇❡✐❣❡♥✳ ❉✐❡s ❢ü❤rt ③✉ ❡✐♥❡r ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤
♠❡ss❜❛r❡♥✱ ✈❡rr✐♥❣❡rt❡♥ ❋❡st✐❣❦❡✐t✳ ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ❬✾✷❪ ✐❞❡♥t✐✜③✐❡r❡♥ t②♣✐s❝❤❡ ❘✐ss♥❡t③✇❡r❦❡ ✐♥
❣r❛✜t❤❛❧t✐❣❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ♠✐t ❤♦❤❡♠ ❑♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❤❛❧t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❤♦❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡
t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❉❡❤♥✉♥❣ ✈♦♥ ●r❛✜t✱ s✐❡❤❡ ▼❛rs❞❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✵❪ ✉♥❞ ❲❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✽✽❪✱ ❤❡r✲
✈♦r❣❡r✉❢❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❊r❤ö❤t s✐❝❤ ❞✐❡ Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r ❜❡❣✐♥♥❡♥❞ ❜❡✐ ❘❛✉♠t❡♠♣❡r❛t✉r✱ ✇❡r❞❡♥
❡rst❡✱ ❦❧❡✐♥❡ ❘✐ss❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❆❧✷❖✸✲P❛rt✐❦❡❧♥ ✉♥❞ ❞❡r ❑♦❤❧❡♥st♦✛♠❛tr✐① ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥✳ ❇✐s
③✉♠ ❊rr❡✐❝❤❡♥ ❞❡r ❱❡r❦♦❦✉♥❣st❡♠♣❡r❛t✉r ✇❡r❞❡♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❣röß❡r❡♥ ❘✐ss❡ ♥❛❝❤ ✉♥❞ ♥❛❝❤
❣❡s❝❤❧♦ss❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ s✐❝❤ ❜✐❧❞❡♥❞❡♥ ❊✐❣❡♥s♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ❡r❤ö❤❡♥ ❞✐❡ ❋❡st✐❣❦❡✐t✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r ✇❡✐✲
t❡r❡♥ ❊r❤ö❤✉♥❣ ❞❡r Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r ❞❡❤♥❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❆❧✷❖✸✲P❛rt✐❦❡❧ ✇❡✐t❡r ❛✉s✱ st♦ß❡♥ ❛♥
❞✐❡ ❑♦❤❧❡♥st♦✛♠❛tr✐① ✉♥❞ ❡s ❜✐❧❞❡♥ s✐❝❤ ❡r♥❡✉t❡ ❘✐ss❡✳ ❉✐❡s❡ ❘✐ss❡ ❡♥tst❡❤❡♥ ❥❡❞♦❝❤ ♥✐❝❤t
✇✐❡ ③✉✈♦r ❛♥ ❞❡r P❛rt✐❦❡❧✲▼❛tr✐①✲●r❡♥③s❝❤✐❝❤t✱ s♦♥❞❡r♥ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ▼❛tr✐①✳ ❘❡s✉❧t❛t ✐st
✺✳✶ ❲❡✐❜✉❧❧✲❋❡st✐❣❦❡✐t ✻✼
❚❛❜✳ ✺✳✸✿ ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❱❡r❦♦❦✉♥❣st❡♠♣❡r❛t✉r ❛✉❢ ❞✐❡ ❜✐❛①✐❛❧❡ ❇✐❡❣❡❢❡st✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❦♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❜✉♥❞❡✲
♥❡♠ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞ ❜❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ✭Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r ϑt✱ ❙❝❤ät③✇❡rt ❞❡r ❲❡✐❜✉❧❧✲
❋❡st✐❣❦❡✐t σ^0✱ ❙❝❤ät③✇❡rt ❞❡r ✈♦❧✉♠❡♥❜❡③♦❣❡♥❡♥ ❲❡✐❜✉❧❧✲❋❡st✐❣❦❡✐t σ^V0 ✱ ❦♦rr✐❣✐❡rt❡r ❙❝❤ät③✇❡rt ❞❡s ❲❡✐✲
❜✉❧❧✲▼♦❞✉❧s m^cor✱ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❱❡rs✉❝❤❡ N ✱ ✾✺✪✲❱❡rtr❛✉❡♥s❜❡r❡✐❝❤ ✐♥ ❡❝❦✐❣❡♥ ❑❧❛♠♠❡r♥✮
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❡✐♥❡ ❡r♥❡✉t❡ ❆❜♥❛❤♠❡ ❞❡r ❋❡st✐❣❦❡✐t✳ ❉✐❡s❡ ▼❡❝❤❛♥✐s♠❡♥ s✐♥❞ s❝❤❡♠❛t✐s❝❤ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✽
❞❛r❣❡st❡❧❧t✳
Kohlenstoffmatrix
Aluminimoxid-Partikel
(a) (b) (c) (d)
❆❜❜✳ ✺✳✽✿ ❊✐♥✢✉ss ❞❡s ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❛✉❢ ▼✐❦r♦str✉❦t✉r ❞❡s ❦♦❤✲
❧❡♥st♦✛❣❡❜✉♥❞❡♥❡♥ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞s ✲ ✭❛✮ ❚❤❡r♠✐s❝❤❡s ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❱❡r❦♦❦❡♥s✱ ✭❜✮ ❘✐ss❜✐❧❞✉♥❣
❜❡✐ ❆❜❦ü❤❧✉♥❣ ❛✉❢ ❘❚✱ ✭❝✮ ❙❝❤❧✐❡ß❡♥ ❞❡r ❘✐ss❡ ❞✉r❝❤ ❆✉❢❤❡✐③❡♥ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❱❡rs✉❝❤❡s✱ ✭❞✮ ✲ ❘✐ss❜✐❧❞✉♥❣ ✐♥
▼❛tr✐① ❜❡✐ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ♦❜❡r❤❛❧❜ ❱❡r❦♦❦✉♥❣st❡♠♣❡r❛t✉r
✻✽ ✺ ❊r❣❡❜♥✐ss❡
❇❡✐ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ♦❜❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❱❡r❦♦❦✉♥❣st❡♠♣❡r❛t✉r tr✐tt ❡✐♥ ✇❡✐t❡r❡r ❢❡st✐❣❦❡✐ts♠✐♥✲
❞❡r♥❞❡r ❊✛❡❦t ❛✉❢✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❡✐♥❡ ♠✐❦r♦str✉❦t✉r❡❧❧❡ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r t✉r❜♦str❛t✐s❝❤❡♥ ❙tr✉❦✲
t✉r ✐♥ ❋♦❧❣❡ ❡✐♥❡r ✐♥✲s✐t✉ ❱❡r❦♦❦✉♥❣ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❱❡rs✉❝❤❡s✳ ❉❛❜❡✐ ❣r❛✜t✐s✐❡r❡♥ ✇❡✐t❡r❡ ❆♥✲
t❡✐❧❡ ❞❡s ❙t❡✐♥❦♦❤❧❡♥t❡❡r♣❡❝❤❡s ✉♥❞ ❞❡r ❑r✐st❛❧❧✐s❛t✐♦♥s❣r❛❞ st❡✐❣t ❛♥✳ ❉✐❡s ❢ü❤rt ✇✐❡ ❞✉r❝❤
❙♦❧t②s✐❛❦ ❬✶✺✾❪ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ③✉r ❆✉sr✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r ●r❛♣❤❡♥✲❊❜❡♥❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❡✐♥❢❛❝❤❡r ❛♥❡✐♥✲
❛♥❞❡r ❛❜❣❧❡✐t❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ✇♦❞✉r❝❤ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤ ❡✐♥❡ s✐♥❦❡♥❞❡ ❋❡st✐❣❦❡✐t r❡s✉❧t✐❡rt✳ ❉❛♠✐t
❣✐❜t ❡s ③✇❡✐ ❊✛❡❦t❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❋❡st✐❣❦❡✐ts✈❡r❧✉st❡ ❜❡✐ ❊✐♥s❛t③t❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ♦❜❡r❤❛❧❜ ❞❡r
❱❡r❦♦❦✉♥❣st❡♠♣❡r❛t✉r ❡r❦❧är❡♥✳ ❉✐❡s ❢ü❤rt ③✉r ❙❝❤❧✉ss❢♦❧❣❡r✉♥❣✱ ❞❛ss ❦♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❜✉♥❞❡✲
♥❡ ❙②st❡♠❡ ♠ö❣❧✐❝❤st ♥❛❤❡ ❞❡r ❱❡r❦♦❦✉♥❣st❡♠♣❡r❛t✉r ❡✐♥❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧❡♥✱ ❞❛ s✐❝❤ ❜❡✐
❞✐❡s❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞❛s ❋❡st✐❣❦❡✐ts♠❛①✐♠✉♠ ❜❡✜♥❞❡t✳
✺✳✶✳✹ ❊✐♥✢✉ss ❑♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❤❛❧t ❜❡✐ ❆❧✷❖✸✲❈
❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡r ✉♥t❡rs✉❝❤t❡r Pr♦③❡ss♣❛r❛♠❡t❡r ✐st ❞❡r ❑♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❤❛❧t✳ ❆♥❞❡rs ❛❧s ❜❡✐ ❙♦❧✲
t②s✐❛❦ ❬✶✺✾❪✱ ❜❡✐ ✇❡❧❝❤❡♠ ♥✉r ❞❡r ❆♥t❡✐❧ ❞❡s ❇✐♥❞❡♠✐tt❡❧s ❙t❡✐♥❦♦❤❧❡♥t❡❡r♣❡❝❤ ✈❛r✐✐❡rt ✉♥❞
❞❡r ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞❛♥t❡✐❧ ❡t✇❛ ❦♦♥st❛♥t ❣❡❤❛❧t❡♥ ✇✉r❞❡✱ ✇✐r❞ ✐♥ ❞❡♥ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❯♥t❡r✲
s✉❝❤✉♥❣❡♥ ❞❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s ❞❡r ▼❛ss❡♥❛♥t❡✐❧❡ ❞❡r ❞r❡✐ ❑♦❤❧❡♥st♦✛q✉❡❧❧❡♥ ✐♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✸✳✷ ♥✐❝❤t
❣❡ä♥❞❡rt ✉♥❞ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❞❡r ●❡s❛♠t❦♦❤❧❡♥st♦✛❛♥t❡✐❧ ❡r❤ö❤t✳ ❊s ✇❡r❞❡♥ Pr♦❜❡♥ ♠✐t ✸✸✪✲✱
✺✵✪✲ ✉♥❞ ✻✼✪✲❑♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❤❛❧t ♠✐t ❡✐♥❡r ❱❡r❦♦❦✉♥❣st❡♠♣❡r❛t✉r ✈♦♥ ✽✵✵ ◦❈ ✉♥t❡rs✉❝❤t✳
❉✐❡ ❡r♠✐tt❡❧t❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ s✐♥❞ ✐♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✺✳✸ ✉♥❞ ❚❛❜❡❧❧❡ ✺✳✹ s♦✇✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✾ ③✉ ✜♥❞❡♥✳
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❆❜❜✳ ✺✳✾✿ ❊✐♥✢✉ss ❞❡s ❑♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❤❛❧ts ❛✉❢ ❞✐❡ ❜✐❛①✐❛❧❡ ❇✐❡❣❡❢❡st✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❦♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❜✉♥❞❡♥❡♠ ❆❧✉✲
♠✐♥✐✉♠♦①✐❞ ❜❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r❡♥
❊s ❦❛♥♥ ❢❡st❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ ❩✉♥❛❤♠❡ ❞❡s ❑♦❤❧❡♥st♦✛❛♥t❡✐❧s ③✉ ❡✐♥❡r ❧❡✐❝❤t❡♥ ❩✉✲
♥❛❤♠❡ ❞❡r ❋❡st✐❣❦❡✐t ❢ü❤rt✳ ❊✐♥③✐❣❡ ❆✉s♥❛❤♠❡ ✐st ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r ✈♦♥ ✶✺✵✵ ◦❈✱
❜❡✐ ✇❡❧❝❤❡r ❞✐❡ ❋❡st✐❣❦❡✐t ✉♠s♦ ♥✐❡❞r✐❣❡r ✐st✱ ❥❡ ❤ö❤❡r ❞❡r ❑♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❤❛❧t ✐st✳ ❉✐❡ ❊r❣❡❜✲
♥✐ss❡ ❜❡✐ ❘❛✉♠t❡♠♣❡r❛t✉r ❞❡❝❦❡♥ s✐❝❤ ♠✐t ❞❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ③✉♠ ❊✐♥✢✉ss ❞❡s ❇✐♥❞❡r❣❡✲
❤❛❧ts ✈♦♥ ❙♦❧t②s✐❛❦ ❬✶✺✾❪✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ ✐st ❡✐♥❡ ❆rt ❑♦♥✈❡r❣❡♥③ ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛s ❤❡✐ßt ❜❡✐
❑♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❤❛❧t❡♥ ≥ ✺✵✪ ✐st ❦❡✐♥❡ ❙t❡✐❣❡r✉♥❣ ❞❡r ❋❡st✐❣❦❡✐t ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞✐❡ ❡r♠✐tt❡❧t❡♥
❲❡✐❜✉❧❧✲❋❡st✐❣❦❡✐ts✇❡rt❡ ❧✐❡❣❡♥ ✐♠ ❱❡rtr❛✉❡♥s❜❡r❡✐❝❤ ❞❡s ❥❡✇❡✐❧s ❛♥❞❡r❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③❡s✳ ❉❡r
❜❡r❡✐ts ✐♠ ✈♦r❤❡r✐❣❡♥ ❑❛♣✐t❡❧ ❞✐s❦✉t✐❡rt❡ ❊✛❡❦t ❞❡s ❋❡st✐❣❦❡✐ts♠❛①✐♠✉♠s ♥❛❤❡ ❞❡r ❱❡r❦♦✲
❦✉♥❣st❡♠♣❡r❛t✉r ❧ässt s✐❝❤ ❢ür ❛❧❧❡ ✉♥t❡rs✉❝❤t❡♥ ❲❡r❦st♦✛✈❛r✐❛♥t❡♥ ❡r❦❡♥♥❡♥✳ ❏❡ ❤ö❤❡r ❞❡r
✺✳✶ ❲❡✐❜✉❧❧✲❋❡st✐❣❦❡✐t ✻✾
❚❛❜✳ ✺✳✹✿ ❊✐♥✢✉ss ❞❡s ❑♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❤❛❧ts ❛✉❢ ❞✐❡ ❜✐❛①✐❛❧❡ ❇✐❡❣❡❢❡st✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❦♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❜✉♥❞❡♥❡♠ ❆❧✉♠✐✲
♥✐✉♠♦①✐❞ ❜❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ✭Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r ϑt✱ ❙❝❤ät③✇❡rt ❞❡r ❲❡✐❜✉❧❧✲❋❡st✐❣❦❡✐t σ^0✱
❙❝❤ät③✇❡rt ❞❡r ✈♦❧✉♠❡♥❜❡③♦❣❡♥❡♥ ❲❡✐❜✉❧❧✲❋❡st✐❣❦❡✐t σ^V
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m^cor✱ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❱❡rs✉❝❤❡ N ✱ ✾✺✪✲❱❡rtr❛✉❡♥s❜❡r❡✐❝❤ ✐♥ ❡❝❦✐❣❡♥ ❑❧❛♠♠❡r♥✮
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ϑt ✐♥ ◦❈ ✷✵ ✽✵✵ ✶✷✵✵ ✶✺✵✵
σ0 ✐♥ ▼P❛ ✹✺✱✷✸ ✹✾✱✶✵ ✹✹✱✶✾ ✸✵✱✶✻
❬✹✶✱✼✹⑤✹✽✱✾✵❪ ❬✹✺✱✹✻⑤✺✷✱✾✶❪ ❬✸✼✱✸✾⑤✺✸✱✹✽❪ ❬✷✼✱✵✵⑤✸✸✱✻✶❪
σV0 ✐♥ ▼P❛ ✶✽✱✽✺ ✷✵✱✻✶ ✶✼✱✾✶ ✶✶✱✽✼
❬✶✼✱✹✵⑤✷✵✱✸✽❪ ❬✶✽✱✺✽⑤✷✶✱✻✷❪ ❬✶✺✱✶✺⑤✷✶✱✻✼❪ ❬✶✵✱✻✷⑤✶✸✱✷✷❪
mcor ✺✱✶✼ ✺✱✷✷ ✹✱✻✼ ✹✱✵✸
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mcor ✼✱✺✾ ✽✱✻✷ ✻✱✹✻ ✻✱✶✸
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N ✷✽ ✷✽ ✷✼ ✷✽
❑♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❤❛❧t✱ ✉♠s♦ s❝❤✇✐❡r✐❣❡r ❣❡st❛❧t❡t s✐❝❤ ❞✐❡ Pr♦❜❡♥✲ ✉♥❞ ❋✐❧t❡r❤❡rst❡❧❧✉♥❣✳ ❆✉s
❞✐❡s❡♠ ●r✉♥❞ ✉♥❞ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s st❛r❦❡♥ ❆❜❢❛❧❧s ❞❡r ❋❡st✐❣❦❡✐t ❜❡✐ s❡❤r ❤♦❤❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥
✜♥❞❡♥ ❞✐❡s❡ ❙❝❤❧✐❝❦❡rs②st❡♠❡ ❦❡✐♥❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❜❡✐ r❡❛❧❡♥ ❋✐❧t❡rstr✉❦t✉r❡♥✳
❯♠ ❞❡♥ ❊✛❡❦t ❞❡s ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡♥ ❋❡st✐❣❦❡✐ts❛❜❢❛❧❧s ♠✐t st❡✐❣❡♥❞❡♠ ❑♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❤❛❧t ❜❡✐
❞❡r ❤ö❝❤st❡♥ Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r ③✉ ❡r❦❧är❡♥✱ ✇✉r❞❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r ❣❡t❡st❡t❡♥ Pr♦❜❡♥
♠✐tt❡❧s ❘❛♠❛♥✲❙♣❡❦tr♦s❦♦♣✐❡ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳ ❉✐❡s❡ s♦❧❧❡♥ ❞❡♥ ❊✛❡❦t ❞❡r ✐♥✲s✐t✉ ❱❡r❦♦❦✉♥❣
✉♥❞ ❞❛♠✐t ✈❡r❜✉♥❞❡♥❡♥ ♠✐❦r♦str✉❦t✉r❡❧❧❡♥ ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❇✸❇✲❱❡rs✉❝❤❡s ❜❡❧❡✲
❣❡♥✳ ❱❡r❣❧❡✐❝❤❜❛r❡ ✐♥✲s✐t✉ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡ ♠✐❦r♦str✉❦t✉r❡❧❧❡ ❊✛❡❦t❡ ✉♥❞ P❤❛s❡♥✉♠✇❛♥❞❧✉♥❣❡♥
✇❡r❞❡♥ ❜❡✐ ❞❡♠ ❍♦❝❤t❡♠♣❡r❛t✉r✲❊✐♥s❛t③ ✈♦♥ ✉♥❣❡❜r❛♥♥t❡♥ ▼❣❖✲❈ ❋❡✉❡r❢❡stst❡✐♥❡♥ ❜❡♦❜✲
❛❝❤t❡t✱ s✐❡❤❡ ❯❝❤✐❞❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✽✵❪✳
❉✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❘❛♠❛♥✲❙♣❡❦tr♦s❦♦♣✐❡✱ ❣❡♠❡ss❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ▲❛❜r❛♠ ❍❘ ✽✵✵ ❍♦r✐❜❛
❏♦❜✐♥ ❨✈♦♥ ✭▲✐❧❧❡✱ ❋r❛♥❦r❡✐❝❤✮ ❙♣❡❦tr♦♠❡t❡r✱ s✐♥❞ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✵ s♦✇✐❡ ❚❛❜❡❧❧❡ ✺✳✺ ❞❛r❣❡✲
st❡❧❧t✳ ❉❛❜❡✐ ✇✉r❞❡ ❡✐♥ ◆❞✿❨❆●✲▲❛s❡r ♠✐t ❡✐♥❡r ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✈♦♥ ✺✸✷ ♥♠ ✭✷✱✸✸ ❡❱✮ ❡✐♥❣❡s❡t③t✱
✇❡❧❝❤❡r ❡✐♥❡ ▲❡✐st✉♥❣ ✈♦♥ ✵✱✸♠❲ ❥❡ ▼❡ss♣✉♥❦t ❡✐♥❣❡❜r❛❝❤t ❤❛t✳ ❉❛s ▲✐❝❤t ✇✉r❞❡ ♠✐tt❡❧s
❖❜❥❡❦t✐✈ ♠✐t ✺✵✲❢❛❝❤❡r ❱❡r❣röß❡r✉♥❣ ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ❉✉r❝❤♠❡ss❡r ✈♦♥ ❡t✇❛ ✷µ♠ ❢♦❦✉ss✐❡rt ✉♥❞
❞❛s ③✉rü❝❦❣❡str❡✉t❡ ▲✐❝❤t ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❡✐♥❡s ✻✵✵♠♠✲✶ ❇❡✉❣✉♥❣s❣✐tt❡rs s♣❡❦tr❛❧ ❛♥❛❧②s✐❡rt ✉♥❞
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✭❜✮ ❊✐♥✢✉ss ❑♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❤❛❧t
❆❜❜✳ ✺✳✶✵✿ ❘❛♠❛♥✲❙♣❡❦tr❡♥ ❞❡r ❜❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ❣❡t❡st❡t❡♥ ❇✸❇✲Pr♦❜❡♥ ❛✉s ❦♦❤❧❡♥✲
st♦✛❣❡❜✉♥❞❡♥❡♠ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞ ✭❉✐❡ ❙♣❡❦tr❡♥ s✐♥❞ ❢ür ❡✐♥❡ ❜❡ss❡r❡ Ü❜❡rs✐❝❤t❧✐❝❤❦❡✐t ③✉♠ ❚❡✐❧ ✈❡rt✐❦❛❧
✈❡rs❝❤♦❜❡♥✳✮
❲❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❘❛♠❛♥✲❙♣❡❦tr❡♥ ❢ür ❦♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❜✉♥❞❡♥❡s ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞ ❜❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥
❱❡r❦♦❦✉♥❣st❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✵✭❛✮ ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ✇✐r❞ ❡✐♥ ✐♥✲s✐t✉ ❱❡r❦♦❦✉♥❣s♣r♦✲
③❡ss ❢ür ❞✐❡ Pr♦❜❡♥ ❜❡✐ ❞❡r ❣❡r✐♥❣❡r❡♥ ❱❡r❦♦❦✉♥❣st❡♠♣❡r❛t✉r ✈♦♥ ✽✵✵ ◦❈ ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤✳ ❉❡r
❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ❞❡r ❙♣❡❦tr❡♥ ❞✐❡s❡r Pr♦❜❡♥ ❜❡✐ ❘❚ ❜③✇✳ ❞❡r ❤ö❝❤st❡♥ Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r st❡❧❧t
s✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡r ❞❡✉t❧✐❝❤❡♥ ❆❜♥❛❤♠❡ ❞❡r ❇r❡✐t❡ ❞❡s ❉✲P❡❛❦s✱ ✇❡❧❝❤❡ ❜❡✐ ❞❡r ❍ä❧❢t❡ ❞❡s P❡❛❦✲
♠❛①✐♠✉♠s ❛✉s❣❡✇❡rt❡t ✇✐r❞ ✭❋❲❍▼ ✕ ❋✉❧❧ ❲✐❞t❤ ❛t ❍❛❧❢ ▼❛①✐♠✉♠✮✱ ✉♥❞ ❡✐♥❡r ❧❡✐❝❤t❡♥
❩✉♥❛❤♠❡ ❞❡r ♠❛①✐♠❛❧❡♥ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ❉✲P❡❛❦s ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r ❞❛r✱
✇♦❤✐♥❣❡❣❡♥ ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ●✲P❡❛❦s ✉♥✈❡rä♥❞❡rt ❜❧❡✐❜t✳ ❉❡r ❞❛♠✐t ✈❡r❜✉♥❞❡♥❡ ❆❜❢❛❧❧ ❞❡s
I(D)/I(G)✲❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡s ✐st ♥❛❝❤ ❘ö❞❡r ❡t ❛❧✳ ❬✶✹✺❪ ✐♥ ❡✐♥❡r ❩✉♥❛❤♠❡ ❞❡r ♣❧❛♥❛r❡♥ ❣r❛✜t✐✲
s❝❤❡♥ ❉♦♠ä♥❡ ❜❡❣rü♥❞❡t✳ ❉❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s ❞❡r ■♥t❡♥s✐tät❡♥ ✇✐r❞ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ✐♥t❡❣r✐❡rt❡♥ ❋❧ä✲
❝❤❡♥ ❞❡r P❡❛❦s ❜❡r❡❝❤♥❡t✱ ✇♦❜❡✐ ❞❡r ❉✲P❡❛❦ ✉♥❞ ●✲P❡❛❦ ♠✐tt❡❧s ▲♦r❡♥t③✲❋✉♥❦t✐♦♥✱ ✇✐❡ ✐♥
Pr❛✇❡r ❡t ❛❧✳ ❬✶✷✾❪ ✉♥❞ ❋❡rr❛r✐ ✉✳ ❘♦❜❡rts♦♥ ❬✺✺❪ ✈♦r❣❡s❝❤❧❛❣❡♥✱ ❣❡✜tt❡t ✇✉r❞❡♥✳ ❊✐♥❡
♠✐❦r♦str✉❦t✉r❡❧❧❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ✇✐r❞ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❜❡♦❜❛❝❤t❡t✱ ✇❡♥♥ ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧ ❜❡✐ ✶✹✵✵ ◦❈ ♣②r♦✲
❧✐s✐❡rt ✇✐r❞✳ ❉✐❡ ❙♣❡❦tr❡♥ ❞❡r ❜❡✐ ❞✐❡s❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❜❡❤❛♥❞❡❧t❡♥ Pr♦❜❡♥ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ s✐❝❤
♥✉r ♠❛r❣✐♥❛❧ ❢ür ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ✉♥❞ ❞❛s I(D)/I(G)✲❱❡r❤ä❧t♥✐s
s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❋❲❍▼✲❲❡rt❡ ❜❧❡✐❜❡♥ ♥❛❤❡③✉ ❦♦♥st❛♥t✳ ❊s ✜♥❞❡t ❢♦❧❣❧✐❝❤ ❦❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ●r❛✜t✐s✐❡✲
r✉♥❣ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❱❡rs✉❝❤❡s st❛tt✳ ❉✐❡ ❑❡♥♥③❛❤❧❡♥ ❞❡r Pr♦❜❡♥ ♠✐t ❤♦❤❡♥ ❱❡r❦♦❦✉♥❣st❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ❡t✇❛ ❞❡♥❡♥ ❞❡r Pr♦❜❡♥ ❜❡✐ ♥✐❡❞r✐❣❡♥ ❱❡r❦♦❦✉♥❣st❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ✉♥❞
❤ö❝❤st❡r Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r✳
❋ür ❞✐❡ Pr♦❜❡♥ ♠✐t ❤ö❤❡r❡♥ ❑♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❤❛❧t❡♥✱ s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✵✭❜✮✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛♥❛✲
❧♦❣ ③✉ ❆✲✸✸❈✲✽✵✵ ◦❈ ❡✐♥❡ ❆❜♥❛❤♠❡ ❞❡r ❇r❡✐t❡ ❞❡s ❉✲❇❛♥❞❡s ❜❡✐ ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣❡r ❩✉♥❛❤♠❡
❞❡r ♠❛①✐♠❛❧❡♥ ❉✲❇❛♥❞✲❆♠♣❧✐t✉❞❡ s♦✇✐❡ ❡✐♥❡ ❆❜♥❛❤♠❡ ❞❡s I(D)/I(G)✲❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡s ❛✉❢✲
❣r✉♥❞ ❞❡r st❡✐❣❡♥❞❡♥ ●r❛✜t✐s✐❡r✉♥❣✳ ●❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ❧ässt s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❤♦❤❡♥ ❑♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❤❛❧t❡
❡✐♥❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❞❡s ●✲P❡❛❦s ❜❡✐ ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r ③✉ ❦❧❡✐♥❡r❡♥ ❲❡❧❧❡♥③❛❤✲
❧❡♥ ❜❡♦❜❛❝❤t❡♥✳ ❋ür r❡✐♥❡s ●r❛✜t ❧✐❡❣t ❞❡r ❘❛♠❛♥✲●✲▼♦❞❡ ❜❡✐ ✶✺✽✵ ❝♠✲✶✳ ❉❛♠✐t ❧ässt s✐❝❤
s❝❤❧✐❡ß❧✐❝❤ ❜❡❧❡❣❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ♠✐❦r♦str✉❦t✉r❡❧❧❡♥ ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣❡♥ ✐♥ ❋♦r♠ ❞❡r ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡♥
✺✳✶ ❲❡✐❜✉❧❧✲❋❡st✐❣❦❡✐t ✼✶
❚❛❜✳ ✺✳✺✿ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡s ❋✐tt✐♥❣s ❞❡r ❘❛♠❛♥✲❙♣❡❦tr❡♥ ✭❋❲❍▼ ✲ ❋✉❧❧ ❲✐❞t❤ ❛t ❍❛❧❢ ▼❛①✐♠✉♠✮
❲❡r❦st♦✛ Prü❢✲ P♦s✐t✐♦♥ P♦s✐t✐♦♥ I(D)/I(G) ❋❲❍▼ ❋❲❍▼
t❡♠♣❡r❛t✉r ❉✲P❡❛❦ ●✲P❡❛❦ ❉✲P❡❛❦ ●✲P❡❛❦
✐♥ ◦❈ ✐♥ ❝♠✲✶ ✐♥ ❝♠✲✶ ✐♥ ❝♠✲✶ ✐♥ ❝♠✲✶
❆✲✸✸❈✲✽✵✵ ◦❈ ❘❚ ✶✸✹✸ ✶✺✾✺ ✸✱✶✽ ✷✹✼✱✼ ✼✻✱✾
✶✺✵✵ ✶✸✹✽ ✶✺✾✺ ✶✱✻✷ ✶✶✻✱✶ ✼✻✱✸
❆✲✸✸❈✲✶✹✵✵ ◦❈ ❘❚ ✶✸✺✺ ✶✺✾✸ ✶✱✻✷ ✶✷✺✱✸ ✽✷✱✶
✶✺✵✵ ✶✸✺✶ ✶✺✾✺ ✶✱✹✽ ✶✶✸✱✹ ✼✾✱✾
❆✲✺✵❈✲✽✵✵ ◦❈ ❘❚ ✶✸✹✽ ✶✻✵✷ ✷✱✾✼ ✷✸✹✱✹ ✼✼✱✹
✶✺✵✵ ✶✸✻✶ ✶✺✾✸ ✶✱✻✶ ✶✷✹✱✺ ✼✾✱✽
❆✲✻✼❈✲✽✵✵ ◦❈ ❘❚ ✶✸✺✺ ✶✻✵✹ ✷✱✽✾ ✷✷✾✱✶ ✼✸✱✼
✶✺✵✵ ✶✸✺✶ ✶✺✾✺ ✶✱✺✷ ✶✶✷✱✸ ✼✹✱✻
●r❛✜t✐s✐❡r✉♥❣ ❛❧s ❘❡s✉❧t❛t ❞❡s ✐♥✲s✐t✉ ❱❡r❦♦❦✉♥❣s♣r♦③❡ss❡s ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡♠ ❑♦❤❧❡♥st♦✛✲
❣❡❤❛❧t ❛♥st❡✐❣❡♥✱ ✇❛s s✐❝❤ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤ ✐♥ ❞❡♠ stär❦❡r❡♥ ❋❡st✐❣❦❡✐ts❛❜❢❛❧❧ ❞❛rst❡❧❧t✳
❆✉✛ä❧❧✐❣ ✐st ❛✉ß❡r❞❡♠ ❞✐❡ ❣❡r✐♥❣❡ ❆♥③❛❤❧ ❣❡t❡st❡t❡r Pr♦❜❡♥ ❜❡✐ ❆✲✺✵❈✲✽✵✵ ◦❈ ❜❡✐ ❡✐♥❡r
Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r ✈♦♥ ✶✷✵✵ ◦❈✱ ✇❛s ③✉ ❡✐♥❡r ❣r♦ß❡♥ ❯♥❣❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ✐♥ ❞❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡♥ ❢ü❤rt✳
❍✐❡r ❜r❛❝❤ ❡✐♥❡ ❱✐❡❧③❛❤❧ ❞❡r Pr♦❜❡♥ ❜❡r❡✐ts ❜❡✐♠ ❊✐♥❧❡❣❡♥ ✐♥ ❞✐❡ ❚❡st♠❛s❝❤✐♥❡ ♦❞❡r ❞❡r
Pr♦❜❡♥♣rä♣❛r❛t✐♦♥✳ ❉❛ ❜❡✐ ❞❡r Pr♦❜❡♥❤❡rst❡❧❧✉♥❣ ♥✉r ✸✺ Pr♦❜❡♥ ❥❡ Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r ❣❡♣❧❛♥t
✇✉r❞❡♥✱ st❛♥❞❡♥ ❦❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡♥ Pr♦❜❡♥ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣✳ ❊✐♥❡ ♥❡✉❡ ❚❡str❡✐❤❡ ✇är❡ ❞❡♥❦❜❛r✱
✇♦❜❡✐ ❞❛♥♥ ❞❡r ❈❤❛r❣❡♥❡✐♥✢✉ss ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ♥✐❝❤t ❦❧✐♠❛t✐s✐❡rt❡♥ Pr♦❜❡♥❤❡rst❡❧❧✉♥❣srä✉♠❡
③✉ ❜❡❛❝❤t❡♥ ✐st✳
✼✷ ✺ ❊r❣❡❜♥✐ss❡
✺✳✷ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❇r✉❝❤③ä❤✐❣❦❡✐t
❆✉s ❞❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ❡r♠✐tt❡❧t❡♥ ❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡♥ ❞❡r ❈◆❇✲❱❡rs✉❝❤❡ ✇✐r❞ ❜❡✐
❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ✕ ❘❛✉♠t❡♠♣❡r❛t✉r ✉♥❞ ✽✵✵ ◦❈ ✕ ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❑r❛❢t ❥❡ ❱❡r✲
s✉❝❤ ❡r♠✐tt❡❧t✳ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✶ ③❡✐❣t t②♣✐s❝❤❡ ❱❡r❧ä✉❢❡ ❞✐❡s❡r ▼❡ss❦✉r✈❡♥ ❢ür ❜❡✐❞❡ ✉♥t❡r✲
s✉❝❤t❡♥ ❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛❡ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r✳ ❆❧❧❡ Pr♦❜❡♥ ③❡✐❣❡♥ ❡✐♥❡ ❊✐♥✲
❧❛✉❢❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐❦✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s ❧♦s❡♥ ❆✉✢❡❣❡♥s ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❇❛✉t❡✐❧❡ ❞❡r ❈◆❇✲
❱❡rs✉❝❤s❛♣♣❛r❛t✉r ❜❡✐♠ Pr♦❜❡♥❡✐♥❜❛✉ ❡♥tst❡❤t✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ß❡♥❞ ❢♦❧❣t ❡✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ♠✐t ❧✐♥❡❛✲
r❡r ❩✉♥❛❤♠❡ ❞❡r ❑r❛❢t ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣✳ ❊s ❢♦❧❣t ❡✐♥ ❆❜✇❡✐❝❤❡♥ ✈♦♥ ❞❡r
❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ●❡r❛❞❡✱ ✇❡❧❝❤❡s ♥❛❝❤ ▼✉♥③ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✼❪ ❡✐♥❡♠ st❛❜✐❧❡♥ ❘✐ss✇❛❝❤st✉♠ ③✉③✉♦r❞✲
♥❡♥ ✐st✳ ❉❛s s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞❛s st❛❜✐❧❡ ❘✐ss✇❛❝❤st✉♠ ❜✐❧❞❡♥❞❡ ❑r❛❢t♠❛①✐♠✉♠ ✐st ❥❡❞♦❝❤ ❛✉❢
❡✐♥❡♥ ❦❧❡✐♥❡♥ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s❜❡r❡✐❝❤ ❜❡s❝❤rä♥❦t✱ ❜❡✈♦r ✐♥st❛❜✐❧❡ ❘✐ss❛✉s❜r❡✐t✉♥❣ ❡✐♥s❡t③t ✉♥❞
❞✐❡ ❑r❛❢t s❝❤❧❛❣❛rt✐❣ ❛❜❢ä❧❧t✳ ❉✐❡ ❆❧✷❖✸✲Pr♦❜❡♥ ③❡✐❣❡♥ ❡✐♥❡♥ ♥✐❡❞r✐❣❡r❡♥ ❆♥st✐❡❣ ❜❡✐ ❡✐♥❡r
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✉♥t❡rs✉❝❤t❡♥ ❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛❡ ❜❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r❡♥
❆✉s ❞❡♥ ❡r♠✐tt❡❧t❡♥ ❑r❛❢t♠❛①✐♠❛ ✇✐r❞ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ✈♦♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✹✳✺✻✮ ❞✐❡ ❇r✉❝❤③ä❤✐❣❦❡✐t
❢ür ❥❡❞❡ Pr♦❜❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t✳ ❉❛③✉ ✐st ❡✐♥❡ ❱❡r♠❡ss✉♥❣ ❞❡r ❑❡r❜❣❡♦♠❡tr✐❡ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❱❡rs✉❝❤
❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤✱ ✉♠ ❞✐❡ ❑❡r❜♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ●❡♦♠❡tr✐❡❢✉♥❦t✐♦♥ ✉♥❞ ❞❡r❡♥ ▼✐♥✐♠✉♠✱
s✐❡❤❡ ❆❜s❝❤♥✐tt ✺✳✷✳✶✱ ❢ür ❥❡❞❡ ❡✐♥③❡❧♥❡ Pr♦❜❡ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✳ ❆❜s❝❤❧✐❡ß❡♥❞ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❣ü❧t✐✲
❣❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❡✐♥❡r ❱❡rs✉❝❤sr❡✐❤❡ ❣❡♠✐tt❡❧t✳
❊✐♥ ❱❡rs✉❝❤ ✐st ♥✐❝❤t ❣ü❧t✐❣✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡ ❛✉ss❝❤❧✐❡ß❧✐❝❤ ❡✐♥❡♥ s♦✲
❢♦rt✐❣❡♥ ❑r❛❢t❛❜❢❛❧❧ ❛✉❢✇❡✐st✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ❜✐❧❞❡t s✐❝❤ ❦❡✐♥ s❝❤❛r❢❡r ❘✐ss ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❱❡rs✉✲
❝❤❡s✱ ❞❛ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ✐♥st❛❜✐❧❡s ❘✐ss✇❛❝❤st✉♠ ❛✉❢tr✐tt✳ ❉❛♠✐t ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❇r✉❝❤③ä❤✐❣❦❡✐t ♠✐t ❞✐❡s❡r
▼❡t❤♦❞❡ ♥✐❝❤t ❡r♠✐tt❡❧t ✇❡r❞❡♥✱ ❡s ❡r❢♦❧❣t ❡✐♥❡ Ü❜❡rs❝❤ät③✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧❦❡♥♥✇❡rt❡s✳ ❲❡✐✲
t❡r❡ ●rü♥❞❡ ❢ür ❡✐♥❡♥ ✉♥❣ü❧t✐❣❡♥ ❱❡rs✉❝❤ s✐♥❞ ❞❛s ❱❡r❧❡t③❡♥ ✈♦♥ ❙②♠♠❡tr✐❡❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❞❡r
❑❡r❜❡✱ s✐❡❤❡ ❉■◆ ❊◆ ✶✹✹✷✺✲✸ ❬✹✻❪✱ s♦✇✐❡ ❡✐♥ ❱❡r❧❛ss❡♥ ❞❡s ❡r✇❡✐t❡rt❡♥ ●ü❧t✐❣❦❡✐ts❜❡r❡✐❝❤❡s
❢ür ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✶✮✳
✺✳✷ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❇r✉❝❤③ä❤✐❣❦❡✐t ✼✸
✺✳✷✳✶ ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡❢✉♥❦t✐♦♥
❯♠ ❞✐❡ ❇r✉❝❤③ä❤✐❣❦❡✐t ♠✐t ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✹✳✺✻✮ ❜❡r❡❝❤♥❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ♠✉ss ❞❛s ▼✐♥✐♠✉♠ ❞❡r
●❡♦♠❡tr✐❡❢✉♥❦t✐♦♥ Y ∗min ❜❡❦❛♥♥t s❡✐♥✳ ❋ür ❞✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡s ▼✐♥✐♠✉♠s st❡❤❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡✲
❞❡♥❡ ❆♥sät③❡ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣✿
❼ ❞✐❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❋♦r♠❡❧ ✈♦♥ ▼✉♥③ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✾❪✱
❼ ❞✐❡ ❆♥♥❛❤♠❡ ❡✐♥❡s ❣❡r❛❞❡♥✱ ❞✉r❝❤❣❡❤❡♥❞❡♥ ❘✐ss❡s ✭❙tr❛✐❣❤t✲❚❤r♦✉❣❤✲❈r❛❝❦✲❆ss✉♠♣t✐♦♥
❙❚❈❆✮ ♥❛❝❤ ▼✉♥③ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✻❪ ✉♥❞ ❙r❛✇❧❡② ✉✳ ●r♦ss ❬✶✻✸❪✱
❼ ❞❛s ❙❝❤❡✐❜❡♥♠♦❞❡❧❧ ✈♦♥ ❇❧✉❤♠ ❬✶✾❪ ✉♥❞
❼ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ♠✐t ❞❡r ❋✐♥✐t❡✲❊❧❡♠❡♥t❡✲▼❡t❤♦❞❡✳
❉✐❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❋♦r♠❡❧ ✈♦♥ ▼✉♥③ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✾❪ ✇✉r❞❡ ❞✉r❝❤ ❑✉r✈❡♥❛♥♣❛ss✉♥❣ ❛♥ ❉❛t❡♥
❡♥t✇✐❝❦❡❧t✱ ❞✐❡ ♠✐t ❞❡♠ ❙❝❤❡✐❜❡♥♠♦❞❡❧❧ ✈♦♥ ❇❧✉❤♠ ❬✶✾❪ ❡✐♥❡r ❈❤❡✈r♦♥✲❣❡❦❡r❜t❡♥ Pr♦❜❡
♥❛❝❤ ▼✉♥③ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✻❪ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇✉r❞❡♥✳ ■♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡s ●❡♦♠❡tr✐❡❜❡r❡✐❝❤s ✈♦♥ 0,12 ≤
α0 ≤ 0,24 ✉♥❞ 0,90 ≤ α1 ≤ 1,00 ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❋♦r♠❡❧✿
Y ∗min = (3,08 + 5,00α0 + 8,33α
2
0)
[
1 + 0,007
√
S1S2
W 2
]
α1 − α0
1− α0
S1 − S2
W
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❉✐❡ ❙❚❈❆ ❜❡③✐❡❤t s✐❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ◆❛❝❤❣✐❡❜✐❣❦❡✐t ❞❡r Pr♦❜❡ ♥❛❝❤ α✱ s✐❡❤❡ ●❧❡✐✲
❝❤✉♥❣ ✭✹✳✺✸✮✳ ❍✐❡r❜❡✐ ✇✐r❞ ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ◆❛❝❤❣✐❡❜✐❣❦❡✐t ❞❡r ❈❤❡✈r♦♥✲❣❡❦❡r❜t❡♥ Pr♦❜❡ ❛❧s
➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ◆❛❝❤❣✐❡❜✐❣❦❡✐t ❡✐♥❡r Pr♦❜❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ❞✉r❝❤❣❡❤❡♥❞❡♥✱ s✐❝❤ ♥✐❝❤t ✈❡r❥ü♥❣❡♥❞❡♥
❑❡r❜❡ ❛❜❣❡s❝❤ät③t✳ ❙r❛✇❧❡② ✉✳ ●r♦ss ❬✶✻✸❪ ❞❡✜♥✐❡r❡♥ ❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ●❡♦♠❡tr✐❡❢✉♥❦✲
t✐♦♥ ❡✐♥❡r Pr♦❜❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ❞✉r❝❤❣❡❤❡♥❞❡♥ ❑❡r❜❡ ✉♥t❡r r❡✐♥❡r ❇✐❡❣❡❜❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣✿
KI =
F
B
√
W
S1 − S2
W
3ΓM
√
α
2(1− α)3/2 ✭✺✳✷✮
♠✐t
ΓM = 1,9887− 1,326α− (3,49− 0,68α + 1,35α
2)α(1− α)
(1 + α)2
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❉❛s ❙❝❤❡✐❜❡♥♠♦❞❡❧❧ ✈♦♥ ❇❧✉❤♠ ❬✶✾❪ ✐st ❡✐♥ ✇❡✐t❡r❡r ❆♥s❛t③✱ ❞❡r ❞✐❡ ❙❚❈❆ ❛✉❢ ❡✐♥❡
✇❡✐t❡r❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡ ❆rt ♥✉t③t✳ ❍✐❡r ✇✐r❞ ❞✐❡ ◆❛❝❤❣✐❡❜✐❣❦❡✐t ❞❡r Pr♦❜❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t ❛❧s ❙✉♠♠❡ ❞❡r
◆❛❝❤❣✐❡❜✐❣❦❡✐t❡♥ ❞❡r ❙❝❤❡✐❜❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❉✐❝❦❡ ❞❡r Pr♦❜❡✳ ❉✐❡ Pr♦❜❡ ✇✐r❞ ❞❛❤❡r ✐♥ n✲❙❝❤❡✐❜❡♥
❣❧❡✐❝❤❡r ❉✐❝❦❡ ✉♥t❡rt❡✐❧t✱ ❞✐❡ s❡♥❦r❡❝❤t ③✉r tr❛♣❡③❢ör♠✐❣❡♥ ❘✐ss❢r♦♥t ❛✉s❣❡r✐❝❤t❡t s✐♥❞✱ s✐❡❤❡
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✽✭❜✮✳ ❋♦❧❣❧✐❝❤ ❜❡✐♥❤❛❧t❡t ❞❛s ❚r❛♣❡③ ❡✐♥❡♥ ❣❡r❛❞❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ♠✐t m✲❙❝❤❡✐❜❡♥
✉♥❞ ❡✐♥❡♥ s✐❝❤ ✈❡r❥ü♥❣❡♥❞❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ♠✐t (n−m)✲❙❝❤❡✐❜❡♥✳ ▼✉♥③ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✻❪ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss
❞✐❡ ◆❛❝❤❣✐❡❜✐❣❦❡✐t ❞❡r ❈❤❡✈r♦♥✲❣❡❦❡r❜t❡♥ Pr♦❜❡ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❙❝❤❡✐❜❡♥✲◆❛❝❤❣✐❡❜✐❣❦❡✐t❡♥
C(α) ✉♥❞ C(ξ) ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✿
1
CCh
=
(
α− α0
α1 − α0
)
1
C(α)
+
k
n
n∑
i=m+1
1
C(ξ)
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✼✹ ✺ ❊r❣❡❜♥✐ss❡
❲❡✐t❡r❡ ❉❡t❛✐❧s ③✉r ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ✈♦♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✹✮ s✐♥❞ ✐♥▼✉♥③ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✻❪ ③✉ ✜♥❞❡♥✳ ■st
❞❡r ❲✐♥❦❡❧ ❞❡r ❈❤❡✈r♦♥✲❑❡r❜❡ θ ❣röß❡r ❛❧s 1 r❛❞✱ ❞❛♥♥ ❦❛♥♥ ❞❡r ✐♥t❡r❧❛♠✐♥❛r❡ ❙❝❤❡r❢❛❦t♦r k
❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥ ♠✐t
k = 1 + 0,444α3,121 . ✭✺✳✺✮
❊✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t✱ ❞❛s ▼✐♥✐♠✉♠ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡❢✉♥❦t✐♦♥ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✱ ✐st ❡✐♥❡
♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❆♥❛❧②s❡ ♠✐t ❞❡r ❋✐♥✐t❡✲❊❧❡♠❡♥t❡✲▼❡t❤♦❞❡ ✭❋❊▼✮✳ ❉❛③✉ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❦♦♠♠❡r③✐❡❧✲
❧❡ ❙♦❢t✇❛r❡ ❆❜❛q✉s ❬✶✺✼❪ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❩✉ ❞✐❡s❡♠ ❩✇❡❝❦ ✐st ❡✐♥ ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡s ▼♦❞❡❧❧
❞❡r ❈❤❡✈r♦♥✲❣❡❦❡r❜t❡♥ Pr♦❜❡ ♠✐t ❡✐♥❡r s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ❑❡r❜❣❡♦♠❡tr✐❡ ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤✳ ❩✉sät③❧✐❝❤
❦❛♥♥ ❞✐❡ ❘✐ss❧ä♥❣❡ α ✈❛r✐✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ✇❛s ③✉ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❋❊✲▼♦❞❡❧❧❡♥ ❢ü❤rt✳ ❉❛r✲
ü❜❡r ❤✐♥❛✉s ✇✐r❞ ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡r ▼♦❞❡❧❧❡ ❛❧s ❧✐♥❡❛r✲❡❧❛st✐s❝❤ ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥ ✉♥❞
❡✐♥❡ ✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s❣❡st❡✉❡rt❡ ❇❡❧❛st✉♥❣ ❛✉❢❣❡❜r❛❝❤t✳ ❉✐❡ ❋❊▼✲❆♥❛❧②s❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t ❞✐❡ ❑r❛❢t✲
❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡ ❛❧s ❊r❣❡❜♥✐s ❞❡r ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❉✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ◆❛❝❤❣✐❡✲
❜✐❣❦❡✐t dCCh/dα = du(α)/dα ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡r ❑r❛❢t F ✇✐r❞ ❢ür ❞✐❡ ❊r❤ö❤✉♥❣ ❞❡r ❘✐ss❧ä♥❣❡ α
❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❉✐✛❡r❡♥③q✉♦t✐❡♥t❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠✐❡rt✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ß❡♥❞ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✹✳✺✸✮ ❞✐❡
❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡❢✉♥❦t✐♦♥✳
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✷ ③❡✐❣t ❞✐❡ ●❡♦♠❡tr✐❡❢✉♥❦t✐♦♥ Y ∗ ❢ür ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ α0 ❛❧s ❊r❣❡❜♥✐s ✈♦♥ ❇❡✲
r❡❝❤♥✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ♠✐t ❞❡♠ ❙❝❤❡✐❜❡♥♠♦❞❡❧❧ ✈♦♥ ❇❧✉❤♠ ❬✶✾❪ ♠✐t ✶✵✳✵✵✵ ❙❝❤❡✐❜❡♥ ✉♥❞ α1 = 0,9
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s✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✶✮✳ ❉❛s ❊r❣❡❜♥✐s ✐st ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✸ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❡✐♥❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥
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Gültigkeitsbereich Munz
❆❜❜✳ ✺✳✶✸✿ ▼✐♥✐♠✉♠ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡❢✉♥❦t✐♦♥ Y ∗
min
❜❡r❡❝❤♥❡t ♠✐t ❞❡r ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ❋♦r♠❡❧ ✈♦♥ ▼✉♥③ ❬✶✵✾❪
✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✶✮✮ ✉♥❞ ❞❡♠ ❙❝❤❡✐❜❡♥♠♦❞❡❧❧ ♥❛❝❤ ❇❧✉❤♠ ❬✶✾❪ ❢ür ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❑❡r❜♣❛r❛♠❡t❡r
❇❧✉❤♠ ❬✶✾❪ ❡rr❡✐❝❤t✳ ❉✐❡s ✐st ③✉ ❡r✇❛rt❡♥✱ ❞❛ ❞✐❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❋♦r♠❡❧ ❛✉❢ ❞✐❡s❡♥ ❆♥s❛t③ ❛♥❣❡✲
♣❛sst ✇✉r❞❡✳ ❉✐❡ ❑✉r✈❡♥❛♥♣❛ss✉♥❣ ✈♦♥▼✉♥③ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✾❪ ❡r❢♦❧❣t❡ ❥❡❞♦❝❤ ♠✐t ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥
❆❜♠❡ss✉♥❣❡♥ ❞❡r Pr♦❜❡ ✭B✱ L ✉♥❞ W ✮ ✉♥❞ ❙♣❛♥♥✇❡✐t❡♥ ❞❡r ❇❡❧❛st✉♥❣s❦ör♣❡r S1 ✉♥❞ S2✱
❞✐❡ s✐❝❤ ✈♦♥ ❞❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❆r❜❡✐t ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✳
❉✐❡ ❡r♠✐tt❡❧t❡♥ ▼✐♥✐♠❛ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡❢✉♥❦t✐♦♥ ❞❡s ❙❚❈❆✲▼♦❞❡❧❧s✱ ❞❡s ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❆♥✲
s❛t③❡s s♦✇✐❡ ❞❡s ❙❝❤❡✐❜❡♥♠♦❞❡❧❧s ♥❛❝❤ ❇❧✉❤♠ ❬✶✾❪ s✐♥❞ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉r ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ❋♦r♠❡❧
✈♦♥ ▼✉♥③ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✾❪ ✐♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✺✳✻ ❢ür α1 = ✵✱✾ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉✐❡ ❙❚❈❆✲❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
③❡✐❣t ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ✈♦♥ −✺✱✾✪ ❜✐s ✰✶✶✱✵✪✳ ❊✐♥❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s ❑❡r❜♣❛r❛♠❡t❡rs
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❉✐❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❋❊✲▼❡t❤♦❞❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ◆❛❝❤❣✐❡❜✐❣❦❡✐ts❜❡r❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ❜❡✐♥❤❛❧t❡t✱ ❢ü❤rt ③✉ ❡✐✲
♥❡r ❣✉t❡♥ Ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠✉♥❣ ♠✐t ❞❡♠ ❙❝❤❡✐❜❡♥♠♦❞❡❧❧ ♥❛❝❤ ❇❧✉❤♠ ❬✶✾❪ ♠✐t ✇❡♥✐❣❡r ❛❧s
✷✱✵✪ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ s♦❣❛r ❛✉ß❡r❤❛❧❜ ❞❡s ✈♦♥ ▼✉♥③ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✾❪ ❞❡✜♥✐❡rt❡♥ ●ü❧t✐❣❦❡✐ts❜❡✲
r❡✐❝❤❡s✳ ❉❛s ❘❡s✉❧t❛t ❤ä♥❣t ❥❡❞♦❝❤ st❛r❦ ✈♦♥ ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞❡r
❙❝❤r✐tt✇❡✐t❡ ∆α ❛❜✳ ❉✐❡s❡ ❙❝❤r✐tt✇❡✐t❡ ❜❡❡✐♥✢✉sst ❞✐❡ ●üt❡ ❞❡s ❊r❣❡❜♥✐ss❡s ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ♥✉✲
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♥✐❣❡r ❛❧s ✶✵✪✳ ❉✐❡ ❋♦r♠❡❧ ✈♦♥▼✉♥③ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✾❪ ✐st ❞❡r s❝❤♥❡❧❧st❡ ❲❡❣✱ ✉♠ ❞❛s ▼✐♥✐♠✉♠ ❞❡r
●❡♦♠❡tr✐❡❢✉♥❦t✐♦♥ ③✉ ❡r❤❛❧t❡♥✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❆♥s❛t③ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s ✸❉✲▼♦❞❡❧❧s
❤♦❤❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s❦♦st❡♥ ❡r❢♦r❞❡rt✳ ❉❡r ❙❚❈❆✲❆♥s❛t③ ✐st ❛✉❝❤ ❛♥✇❡♥❞❜❛r✱ ✉♠ ❡✐♥❡ ❡rst❡
❆❜s❝❤ät③✉♥❣ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡❢✉♥❦t✐♦♥ ③✉ ❡r❤❛❧t❡♥✱ ❥❡❞♦❝❤ ♥✉r ❢ür ❡✐♥❡♥ s❝❤♠❛❧❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ❢ür
α1✳ ❉❡r ❞❡✜♥✐❡rt❡ ●ü❧t✐❣❦❡✐ts❜❡r❡✐❝❤ ✈♦♥ 0,12 ≤ α0 ≤ 0,24 ✉♥❞ 0,90 ≤ α1 ≤ 1,00 ❞❡r ❡♠♣✐✲
r✐s❝❤❡♥ ❋♦r♠❡❧ ✈♦♥ ▼✉♥③ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✾❪ ❦❛♥♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞❡r ♠✐t ❞❡♠ ❙❝❤❡✐❜❡♥♠♦❞❡❧❧ ✈♦♥
❇❧✉❤♠ ❬✶✾❪ ❡r♠✐tt❡❧t❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❛✉❢ 0,0 ≤ α0 ≤ 0,24 ✉♥❞ 0,80 ≤ α1 ≤ 1,00 ❡r✇❡✐t❡rt
✇❡r❞❡♥✳
✺✳✷✳✷ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞
❉✐❡ ❡r♠✐tt❡❧t❡ ❇r✉❝❤③ä❤✐❣❦❡✐t ❢ür ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞✱ s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✹✭❛✮✱ ③❡✐❣t ❦❡✐♥❡♥ st❛✲
t✐st✐s❝❤ s✐❣♥✐✜❦❛♥t❡♥ ❆❜❢❛❧❧ ♠✐t ✸✱✶±✵✱✶✼▼P❛√♠ ❜❡✐ ❘❚ ✉♥❞ ✷✱✽±✵✱✵✾▼P❛√♠ ❜❡✐ ✽✵✵ ◦❈✳
❇❡✐ ❥❡❞❡r Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r ✇✉r❞❡♥ ✶✺ Pr♦❜❡♥ ❣❡t❡st❡t✱ ✇♦❜❡✐ ✶✹ ❜③✇✳ ✶✺ Pr♦❜❡♥ ❡✐♥ ❣ü❧t✐✲
❣❡s ❊r❣❡❜♥✐s ❡r③✐❡❧t❡♥✳ ❉✐❡ ❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡r ❱❡rs✉❝❤s❞❛t❡♥ ✐st ❜❡✐ ❘❛✉♠t❡♠♣❡r❛t✉r
❡t✇❛s ❤ö❤❡r ❛❧s ❜❡✐ ✽✵✵ ◦❈✱ ❥❡❞♦❝❤ ✐♥ ❜❡✐❞❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ✺✱✺✪✳
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✭❜✮ ❆❧✷❖✸✲❈
❆❜❜✳ ✺✳✶✹✿ ❇r✉❝❤③ä❤✐❣❦❡✐t ❞❡r ✉♥t❡rs✉❝❤t❡♥ ❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛❡ ❜❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r❡♥
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✺ ③❡✐❣t ❡✐♥❡ ❘❊▼✲❆✉❢♥❛❤♠❡ ❞❡r ❇r✉❝❤✢ä❝❤❡ ❜❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❱❡r❣röß❡✲
r✉♥❣❡♥✳ ❆✉❝❤ ❞✐❡ ❜❡✐ ❡r❤ö❤t❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ❣❡t❡st❡t❡♥ Pr♦❜❡♥ ✇❡✐s❡♥ ❡✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡s ●❡✲
❢ü❣❡ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤ ✢❛❝❤❡ ❇r✉❝❤✢ä❝❤❡ ❛✉❢✳ ❇❡✐ ❜❡✐❞❡♥ Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ✐st ❡✐♥
s♣rö❞❡r ❇r✉❝❤ ♦❤♥❡ ♣❧❛st✐s❝❤❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❣❧❛tt❡ ❇r✉❝❤✢ä❝❤❡ ③✉ ❜❡♦❜❛❝❤t❡♥✳ ■♥
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✺✭❜✮ s✐♥❞ ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ✉♥❞ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s ❙✐♥t❡r♥s ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❜✉♥❞❡♥❡♥
❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞♣❛rt✐❦❡❧ ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✳ ❇❡✐ ❞✐❡s❡r ❱❡r❣röß❡r✉♥❣ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥ ❞❡r
❑♦r♥❣r❡♥③❡♥ s✐❝❤t❜❛r✱ ✇❛s ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ✐♥t❡r❦r✐st❛❧❧✐♥❡♥ ❙♣❛❧t❜r✉❝❤ ❤✐♥✇❡✐st✳
✺✳✷ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❇r✉❝❤③ä❤✐❣❦❡✐t ✼✼
✭❛✮ ✸✵✲❢❛❝❤❡ ❱❡r❣röß❡r✉♥❣ ✭❜✮ ✶✵✵✵✲❢❛❝❤❡ ❱❡r❣röß❡r✉♥❣
❆❜❜✳ ✺✳✶✺✿ ❘❊▼✲▼✐❦r♦str✉❦t✉r❛✉❢♥❛❤♠❡ ❞❡r ❈◆❇✲❇r✉❝❤✢ä❝❤❡ ❡✐♥❡r ❆❧✷❖✸✲Pr♦❜❡
✺✳✷✳✸ ❑♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❜✉♥❞❡♥❡s ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞
❆♥❛❧♦❣ ③✉ ❞❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡♥ ❞❡s r❡✐♥❡♥ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞s✱ ❧ässt s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❡r♠✐tt❡❧t❡ ❇r✉❝❤✲
③ä❤✐❣❦❡✐t ❞❡s ❦♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❜✉♥❞❡♥❡♥ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞s ❦❡✐♥❡ ❆❜♥❛❤♠❡ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡s ❇♦①♣❧♦ts✲
❙❝❤❛✉❜✐❧❞❡s ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✹✭❜✮ ❡r❦❡♥♥❡♥✳ ▼✐t ✵✱✺✽±✵✱✵✹▼P❛√♠ ✉♥❞ ✵✱✺✽±✵✱✵✸▼P❛√♠
❧✐❡❣❡♥ ❞✐❡ ❑❡♥♥✇❡rt❡ ❜❡✐ ❡t✇❛ ❡✐♥❡♠ ❋ü♥❢t❡❧ ❞❡s ❦♦❤❧❡♥st♦✛❢r❡✐❡♥ ❲❡r❦st♦✛❡s✳ ❊s ✇✉r❞❡♥
❥❡✇❡✐❧s ✶✺ Pr♦❜❡♥ ❣❡t❡st❡t✱ ✇♦❜❡✐ ❜❡✐ ❘❛✉♠t❡♠♣❡r❛t✉r ✶✹ ❱❡rs✉❝❤❡ ✉♥❞ ❜❡✐ ✽✵✵ ◦❈ ③❡❤♥
❱❡rs✉❝❤❡ ❣ü❧t✐❣ ❣❡✇❡rt❡t ✇✉r❞❡♥✳ ❆✉ß❡r❞❡♠ ✇✉r❞❡♥ ♠✐tt❡❧s ❇♦①♣❧♦t ③✇❡✐ ③✉ ❤♦❤❡ ❆✉sr❡✐✲
ß❡r✇❡rt❡ ❜❡✐ ❘❛✉♠t❡♠♣❡r❛t✉r ✐❞❡♥t✐✜③✐❡rt✳
❆✉❝❤ ❢ür ❞✐❡s❡s ❋✐❧t❡r♠❛t❡r✐❛❧ ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ ❇r✉❝❤✢ä❝❤❡♥ ♠✐tt❡❧s ❘❊▼ ✉♥t❡rs✉❝❤t✱ ✇♦❜❡✐
❡❜❡♥❢❛❧❧s ❦❡✐♥❡ ♠✐❦r♦str✉❦t✉r❡❧❧❡♥ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❡r❤ö❤t❡♥ Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r ❡r♠✐t✲
t❡❧t ✇❡r❞❡♥ ❦♦♥♥t❡♥✳ ❋♦❧❣❧✐❝❤ ③❡✐❣t ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✻ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❢ür ❘❛✉♠t❡♠♣❡r❛✲
t✉r✳ ❊s tr❡t❡♥ ❦❡✐♥❡ ♣❧❛st✐s❝❤❡♥ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣❡♥ ❛✉❢ ✉♥❞ ❞✐❡ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤ ❣❧❛tt❡ ❇r✉❝❤✢ä❝❤❡
✐♥❞✐③✐❡rt ❡✐♥❡♥ s♣rö❞❡♥ ❙♣❛❧t❜r✉❝❤✳ ❉✐❡ ✺✵✵✵✲❢❛❝❤❡ ❱❡r❣röß❡r✉♥❣ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✻✭❜✮ ③❡✐❣t
❛✉❝❤ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞♣❛rt✐❦❡❧✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♥ ❡✐♥❡r ❢❡✐♥❦ör♥✐❣❡♥ ❑♦❤❧❡♥st♦✛♠❛tr✐① ♠✐t s✐❝❤t❜❛r❡♥
❑♦r♥❣r❡♥③❡♥ ❡✐♥❣❡❜❡tt❡t s✐♥❞✳
✭❛✮ ✸✵✲❢❛❝❤❡ ❱❡r❣röß❡r✉♥❣ ✭❜✮ ✶✵✵✵✲❢❛❝❤❡ ❱❡r❣röß❡r✉♥❣
❆❜❜✳ ✺✳✶✻✿ ❘❊▼✲▼✐❦r♦str✉❦t✉r❛✉❢♥❛❤♠❡ ❞❡r ❈◆❇✲❇r✉❝❤✢ä❝❤❡ ❡✐♥❡r ❆❧✷❖✸✲❈✲Pr♦❜❡
❊✐♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❘✐ss❧ä♥❣❡ ❛♥ t❡✐❧❜❡❧❛st❡t❡♥ ✉♥❞ ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t ✈♦❧❧stä♥✲
❞✐❣ ✈❡rs❛❣t❡♥ Pr♦❜❡♥ ✇❛r ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❤♦❤❡♥ P♦r♦s✐tät ♥✐❝❤t ♠ö❣❧✐❝❤✳ ❊✐♥ ❋❛r❜❡✐♥❞r✐♥❣✲
♠✐tt❡❧ ✇✉r❞❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ✈♦♠ ▼❛t❡r✐❛❧ ❛✉❢❣❡s♦❣❡♥ ✉♥❞ ❡s ✇❛r ❦❡✐♥❡ ❘✐ss❧ä♥❣❡ ❡r❦❡♥♥❜❛r✳
❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❋♦r♠ ❞❡r ❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ✐♥st❛❜✐❧❡ ❘✐ss❛✉s❜r❡✐✲
t✉♥❣ ❤✐♥❞❡✉t❡t✱ s✐♥❞ ❞✐❡ ❜✐s❤❡r ❣❡③❡✐❣t❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❇r✉❝❤③ä❤✐❣❦❡✐t ❦r✐t✐s❝❤ ③✉ ❜❡✇❡r✲
✼✽ ✺ ❊r❣❡❜♥✐ss❡
t❡♥✳ ❯♠ ❞✐❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❉❛t❡♥ ❛❜③✉s✐❝❤❡r♥✱ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ●ü❧t✐❣❦❡✐t ❞❡r
❱❡rs✉❝❤❡✱ ✇❡r❞❡♥ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳ ◆❛❝❤❞❡♠ ❞✐❡ r❡❧❡✈❛♥t❡♥ ▼❛t❡r✐✲
❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❡r♠✐tt❡❧t ✇✉r❞❡♥✱ ✐st ❞❛s ❩✐❡❧✱ ❞✐❡ ❘✐ss❧ä♥❣❡ ③✉ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❩❡✐t♣✉♥❦t❡♥ ✐♠
❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❱❡r❧❛✉❢ ③✉ ❡r♠✐tt❡❧♥✳ ❉❛❜❡✐ ✐st ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❞✐❡ ❘✐ss❧ä♥❣❡ ③✉♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t
❞❡r ♠❛①✐♠❛❧❡♥ ❑r❛❢t ❡✐♥ ■♥❞✐❦❛t♦r✱ ♦❜ ❡✐♥ ❱❡rs✉❝❤ ❛❧s ❣ü❧t✐❣ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥ ❞❛r❢ ♦❞❡r ♦❜
❞❡r ❱❡rs✉❝❤s❛✉❢❜❛✉ ③✉ ❡✐♥❡r s②st❡♠❛t✐s❝❤❡♥ Ü❜❡rs❝❤ät③✉♥❣ ❞❡r ❇r✉❝❤③ä❤✐❣❦❡✐t ❢ü❤rt✳
❆♠ ■♥st✐t✉t ❢ür ❲❡r❦st♦✛t❡❝❤♥✐❦ ❞❡r ❚❯ ❇❡r❣❛❦❛❞❡♠✐❡ ❋r❡✐❜❡r❣ ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❇r✉❝❤③ä❤✐❣❦❡✐t
❦♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❜✉♥❞❡♥❡r ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞✲Pr♦❜❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❜❡✐ ✶✹✵✵ ◦❈ ✈❡r❦♦❦t ✇✉r❞❡♥✱ ♠✐t ❍✐❧❢❡
✈♦♥ ❡✐♥s❡✐t✐❣ ❣❡❦❡r❜t❡♥ ❇✐❡❣❡♣r♦❜❡♥ ✭✶✷✺× ✷✺× ✷✺♠♠✸✮ ❜❡st✐♠♠t✱ s✐❡❤❡ ▲✐❡♥❡♠❛♥♥ ❬✾✶❪✳
❉✐❡ ❡✐♥❣❡❜r❛❝❤t❡♥ ❱✲❑❡r❜❡♥ ❤❛❜❡♥ ❡✐♥❡♥ ❑❡r❜r❛❞✐✉s < ✷✵µ♠✳ ❋ür ❘❛✉♠t❡♠♣❡r❛t✉r ✇✉r❞❡♥
❑❡♥♥✇❡rt❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ✵✱✻✵ ✉♥❞ ✵✱✼✼▼P❛
√
♠ ❡r♠✐tt❡❧t✳ ❉✐❡ ●röß❡♥♦r❞♥✉♥❣ ❞✐❡s❡r ❑❡♥♥✇❡rt❡
❜❡stät✐❣t ❞✐❡ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❡r♠✐tt❡❧t❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡✳
✺✳✸ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡r ❜r✉❝❤♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❱❡rs✉❝❤❡ ✼✾
✺✳✸ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡r ❜r✉❝❤♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥
❱❡rs✉❝❤❡
❉✐❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❦♦♠♠❡r③✐❡❧❧❡♥ ❋❊▼✲❙♦❢t✇❛r❡ ❆❜❛q✉s
❬✶✺✼❪ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✱ ✉♠ ❞✐❡ ❜r✉❝❤♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ③✉ ❛♥❛❧②s✐❡r❡♥✳ ❋ür ❞✐❡s❡ ❈◆❇✲
❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ✇✐r❞ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❜❡❦❛♥♥t❡♥ ❘✐ss❡❜❡♥❡ ③✉❡rst ❡✐♥ ❑♦❤äs✐✈③♦♥❡♥♠♦❞❡❧❧ ❡r✲
st❡❧❧t✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ß❡♥❞ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❦♦♥st✐t✉t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥❞ ❞❡r❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞❛s
❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s❡r❣❡❜♥✐s ✐♥ ❡✐♥❡r P❛r❛♠❡t❡rst✉❞✐❡ ✉♥t❡rs✉❝❤t✳ ■♠ ♥ä❝❤st❡♥ ❙❝❤r✐tt ✇❡r❞❡♥ ▼❛✲
t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ✐❞❡♥t✐✜③✐❡rt✱ s♦ ❞❛ss ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ✉♥❞ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ✐♠ ■❞❡❛❧❢❛❧❧
ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠❡♥✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ß❡♥❞ ✇✐r❞ ♥✉♠❡r✐s❝❤ ❞❡r ③❡✐t❧✐❝❤❡ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r ❋♦r♠ ✉♥❞ ▲ä♥❣❡ ❞❡s
❘✐ss❡s ✇ä❤r❡♥❞ ❡✐♥❡s ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❡r♠✐tt❡❧t✳ ❊✐♥❡ ❙❡♥s✐t✐✈✐tätsst✉❞✐❡ s♦❧❧ ❛❜s❝❤❧✐❡ß❡♥❞ ❞❡♥
❊✐♥✢✉ss ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡r ❯♥❣❡♥❛✉✐❣❦❡✐t❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❲❛❤❧ ❞❡r ▲❛❣❡r❦ör♣❡r ❛✉❢ ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s✲
❡r❣❡❜♥✐ss❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈ ❜❡✇❡rt❡♥✳
✺✳✸✳✶ ❑♦❤äs✐✈③♦♥❡♥♠♦❞❡❧❧ ❞❡s ❈◆❇✲❱❡rs✉❝❤❡s
❯♠ ❞❛s ❘✐ss✇❛❝❤st✉♠ ✉♥❞ ❞❡♥ ❱❡rs✉❝❤s❛❜❧❛✉❢ ❞❡r ❜r✉❝❤♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ❛♥ ❞❡♥
❈❤❡✈r♦♥✲❣❡❦❡r❜t❡♥ Pr♦❜❡♥ ③✉ s✐♠✉❧✐❡r❡♥✱ ✇✐r❞ ❡✐♥ ❋❊✲▼♦❞❡❧❧ ❜❡♥öt✐❣t✱ ✇❡❧❝❤❡s ♠✐t ✈♦r❣❡✲
s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ s❝❤❡♠❛t✐s❝❤ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✼ ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✐st✳
RP 1 RP 1
RP 2 RP 2
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❆❜❜✳ ✺✳✶✼✿ ❱♦r❞❡r✲ ✉♥❞ ❙❡✐t❡♥❛♥s✐❝❤t ❞❡s ❋❊✲▼♦❞❡❧❧s ❞❡s ❈◆❇✲❱❡rs✉❝❤❡s
❋ür ❞✐❡ Pr♦❜❡ ✇❡r❞❡♥ q✉❛❞❡r❢ör♠✐❣❡ ✷✵✲❑♥♦t❡♥✲❑♦♥t✐♥✉✉♠s❡❧❡♠❡♥t❡ ✭❈✸❉✷✵✮ ♠✐t q✉❛✲
❞r❛t✐s❝❤❡♥ ❆♥s❛t③❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❊❧❡♠❡♥t❦❛♥t❡♥❧ä♥❣❡
✵✱✷♠♠ ❜❡trä❣t✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❡✐♥ ✐s♦tr♦♣❡s✱ ❧✐♥❡❛r✲❡❧❛st✐s❝❤❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ③✉❣❡✇✐❡s❡♥✱
✇❡❧❝❤❡s ❛✉ss❝❤❧✐❡ß❧✐❝❤ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ E ✉♥❞ ◗✉❡r❦♦♥tr❛❦✲
t✐♦♥s③❛❤❧ ν ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❜❡♥öt✐❣t✳ ❯♥t❡r ❆✉s♥✉t③✉♥❣ ❞❡r ❙②♠♠❡tr✐❡❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✉♥❞
❡✐♥❡r ❱❡r❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣ ❞❡r ❇❡❧❛st✉♥❣s❦ör♣❡r ❦❛♥♥ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❱✐❡rt❡❧♠♦❞❡❧❧ ♠✐t ❡♥t✲
s♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❙②♠♠❡tr✐❡r❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ❊✐♥❡ ❉✐s❦✉ss✐♦♥ ❞❡s ❋❡❤❧❡rs
❜❡✐ ❞❡r ❱❡r❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣ ❞❡r ❇❡❧❛st✉♥❣s❦ör♣❡r ✜♥❞❡t ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✺✳✸✳✺ st❛tt✳
✽✵ ✺ ❊r❣❡❜♥✐ss❡
❉✐❡ ❇❡❧❛st✉♥❣s❦ör♣❡r s❡❧❜st s✐♥❞ ❛❧s st❛rr❡ ❑ör♣❡r ♠♦❞❡❧❧✐❡rt ✉♥❞ ❞❡r❡♥ ❑♦♥t❛❦t ♠✐t ❞❡r
Pr♦❜❡ ✇✐r❞ ❛❧s r❡✐❜✉♥❣s❢r❡✐ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t✳ ❉✐❡s❡ ❆♥♥❛❤♠❡ ✐st ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r r♦❧❧❜❡✇❡❣❧✐❝❤❡♥
▲❛❣❡r✉♥❣ ❞❡r ❇❡❧❛st✉♥❣s❦ör♣❡r ③✉❧äss✐❣✱ ❞❛ ❞✐❡s❡ ❞✐❡ ❘❡✐❜✉♥❣s❜❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣❡♥ ♠✐♥✐♠✐❡✲
r❡♥✳ ❏❡❞❡r ❇❡❧❛st✉♥❣s❦ör♣❡r ❜❡s✐t③t ❥❡✇❡✐❧s ❡✐♥❡♥ ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ✉♥❞ ❦✐♥❡♠❛t✐s❝❤ ❣❡❦♦♣♣❡❧t❡♥
❘❡❢❡r❡♥③♣✉♥❦t✱ ❛♥ ✇❡❧❝❤❡♠ ❞✐❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✈♦r❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❆♠ ♦❜❡r❡♥ ❘❡❢❡✲
r❡♥③♣✉♥❦t ✇✐r❞ ü❜❡r ❡✐♥❡ ❡❧❛st✐s❝❤❡ ❋❡❞❡r✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❙t❡✐✜❣❦❡✐t ❞❡r ❆♣♣❛r❛t✉r r❡♣räs❡♥t✐❡rt✱
❞✐❡ ❑r❛❢t ✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s❣❡st❡✉❡rt ❛✉❢❣❡❜r❛❝❤t✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ ✐st ❞❡r ❑❡r❜r❛❞✐✉s ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞❡s
❉✉r❝❤♠❡ss❡rs ❞❡r ❉r❛❤tsä❣❡ ♠✐t rK = ✵✱✶✺♠♠ ❞❡✜♥✐❡rt✱ ✇♦❜❡✐ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡s ❱✐❡rt❡❧❦r❡✐s❡s
✶✺ ❑♥♦t❡♥ ③✉ ✜♥❞❡♥ s✐♥❞✳
❉✐❡ ❑♦♥t❛❦tst❡✐✜❣❦❡✐t ✇✉r❞❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ♥✐❝❤t✲❧✐♥❡❛r❡♥ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ❞❡✜♥✐❡rt✱ ✇♦❜❡✐ ❞❡r
❑♦♥t❛❦t❞r✉❝❦ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧ ❜❡✐ ❆♥♥ä❤❡r✉♥❣ ③✇❡✐❡r ❑♦♥t❛❦t✢ä❝❤❡♥ ❛♥st❡✐❣t✳ ❉❛♠✐t ❦ö♥♥❡♥
❘❛✉❤✐❣❦❡✐t❡♥ ✉♥❞ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥✇❡❧❧✐❣❦❡✐t ❞❡r ❑♦♥t❛❦t✢ä❝❤❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❢❡rt✐❣✉♥❣s❜❡❞✐♥❣t ❡♥t✲
st❡❤❡♥✱ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✉♥❞ s♦♠✐t ❞✐❡ ❊✐♥❧❛✉❢❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐❦ ❞❡r ❣❡♠❡ss❡♥❡♥ ❑✉r✈❡♥ ❛❜❣❡❜✐❧✲
❞❡t ✇❡r❞❡♥✳ ■♠ r❡❛❧❡♥ ❱❡rs✉❝❤s❛✉❢❜❛✉ ❣✐❜t ❡s s❡❝❤s ❑♦♥t❛❦t♣❛❛r✉♥❣❡♥✱ s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✷✱
❜❡✐♠ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t❡♥ ❋❊▼✲▼♦❞❡❧❧ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ③✇❡✐✳ ❉❡r ❑♦♥t❛❦t❞r✉❝❦ p ✇✐r❞ ♥❛❝❤ ❆❜❛q✉s ❬✶✺✼❪
❞❛♥♥ ✇✐❡ ❢♦❧❣t ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r Ü❜❡rs❝❤♥❡✐❞✉♥❣ c ❞❡r ❑♦♥t❛❦t✢ä❝❤❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t✿
p =


0 c ≤ −c0
p0
(exp(1)− 1)
[(
c
c0
+ 1
)(
exp
(
c
c0
+ 1
)
− 1
)]
c > −c0
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❍✐❡r❜❡✐ ❜❡s❝❤r❡✐❜t p0 ❞❡♥ ❑♦♥t❛❦t❞r✉❝❦✱ ✇❡♥♥ ❞❡r ❆❜st❛♥❞ ❞❡r ❑♦♥t❛❦t✢ä❝❤❡♥ ✈❡rs❝❤✇✐♥✲
❞❡t✱ ✉♥❞ c0 ❞❡♥ ❆❜st❛♥❞ ❞❡r ❑♦♥t❛❦t✢ä❝❤❡♥✱ ❜❡✐ ✇❡❧❝❤❡♠ ❣❡r❛❞❡ ♥♦❝❤ ❦❡✐♥ ❑♦♥t❛❦t❞r✉❝❦
✇✐r❦t✳ ❯♠ ❡✐♥❡♥ ❙♣r✉♥❣ ✐♥ ❞❡r s✐♠✉❧✐❡rt❡♥ ❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡ ③✉ ✈❡r♠❡✐❞❡♥✱ ✇❡r✲
❞❡♥ ❞✐❡ ❑♦♥t❛❦t❦ör♣❡r ③✉ ❇❡❣✐♥♥ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❆❜st❛♥❞ c0 ♣♦s✐t✐♦♥✐❡rt✳ ❊✐♥❡
❆✉s✇❡rt✉♥❣ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ❑♦♥t❛❦t♣❛r❛♠❡t❡r✈❛r✐❛t✐♦♥❡♥ ❡r❣❛❜ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ▼♦❞❡❧❧♣❛r❛♠❡t❡r✿
p0 = ✶✵✵✵▼P❛ ✉♥❞ c0 = ✵✱✶✵♠♠✳
❉✐❡ ❑♦❤äs✐✈❡❧❡♠❡♥t❡ ✭❈❖❍✸❉✽✮ ❜❡s✐t③❡♥ ❡✐♥❡ r❡❝❤t❡❝❦✐❣❡ ●r✉♥❞✢ä❝❤❡ ✉♥❞ ❡✐♥❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥
❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s❛♥s❛t③✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❊❧❡♠❡♥t❦❛♥t❡♥❧ä♥❣❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ✵✱✵✶✺ ✉♥❞ ✵✱✶✹♠♠ ❧✐❡❣t✳ ❉❛
s✐❝❤ ❞✐❡ ❑♦❤äs✐✈❡❧❡♠❡♥t❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❙②♠♠❡tr✐❡❡❜❡♥❡ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s ❜❡✜♥❞❡♥✱ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❡✐♥✐❣❡
❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ③✉r ❊✐♥❤❛❧t✉♥❣ ❞❡r ❙②♠♠❡tr✐❡✳ ❊✐♥❡ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤❡ ❉✐s❦✉ss✐♦♥ ✐st ✐♥ ❍ütt❡r
❬✼✺❪ ♦❞❡r ❘♦t❤ ❡t ❛❧✳ ❬✶✹✸❪ ③✉ ✜♥❞❡♥✳ ❊✐♥ ❑♦❤äs✐✈❡❧❡♠❡♥t ❧ässt s✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡ ✉♥t❡r❡ ✉♥❞
♦❜❡r❡ ❋❧ä❝❤❡ ❛✉❢t❡✐❧❡♥✱ ✇♦❜❡✐ ❡s ❡✐♥❡ ♣❛❛r✇❡✐s❡ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ❡✐♥❡s ❥❡❞❡♥ ❑♥♦t❡♥ ❞❡r ❡✐♥❡♥
❋❧ä❝❤❡ ✭❑♥♦t❡♥ ✶ ✉♥❞ ✷✮ ♠✐t ❞❡♠ ❥❡✇❡✐❧s ❣❡❣❡♥ü❜❡r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❑♥♦t❡♥ ❞❡r ❛♥❞❡r❡♥ ❋❧ä❝❤❡
✭❑♥♦t❡♥ ✸ ✉♥❞ ✹✮ ❣✐❜t✱ s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✽✳
1 2
34
Symmetrieebene Modell
Symmetrieebene Kohäsivzone
y
z
x
 Modell
❆❜❜✳ ✺✳✶✽✿ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❢ür ❑♦❤äs✐✈③♦♥❡
❉✐❡ ✉♥t❡r❡ ❋❧ä❝❤❡ ✐st ❞❛❜❡✐ ü❜❡r ❡✐♥❡ ❚✐❡✲◆❡❜❡♥❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ♠✐t ❞❡♠ ❑♦♥t✐♥✉✉♠ ✈❡r❜✉♥✲
❞❡♥ ✉♥❞ ❧✐❡❣t ❛✉❢ ❞❡r ❙②♠♠❡tr✐❡❡❜❡♥❡ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s✳ ❉✐❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧❡♥ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ ❥❡❞❡s
✺✳✸ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡r ❜r✉❝❤♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❱❡rs✉❝❤❡ ✽✶
❑♥♦t❡♥♣❛❛r❡s s✐♥❞ ❥❡✇❡✐❧s ✐❞❡♥t✐s❝❤✱ ❞✐❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ✐♥ ◆♦r♠❛❧❡♥r✐❝❤t✉♥❣✱ ❛❧s♦ ❞❡r ▼♦❞✉s✲
■✲Ö✛♥✉♥❣sr✐❝❤t✉♥❣✱ ✐st ❢ür ❞✐❡ ♦❜❡r❡ ❋❧ä❝❤❡ ❜❧♦❝❦✐❡rt✱ ❛❧s♦✿
u1x = u
4
x u
2
x = u
3
x
u1y = u
4
y u
2
y = u
3
y
u4z = 0 u
3
z = 0.
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❋ür ❦❧❡✐♥❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ss♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ❞❡s ❑♦❤äs✐✈❣❡s❡t③❡s ✐♥ ❇❡✲
③✉❣ ③✉r ❆✉s❣❛♥❣s❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❛❧s♦ ❞❡r ❙②♠♠❡tr✐❡♠✐tt❡❧❡❜❡♥❡ ❞❡r ❑♦❤äs✐✈③♦♥❡ ❢♦r♠✉❧✐❡rt✳
❉❛♠✐t ❞✐❡s❡ ♠✐t ❞❡r ❙②♠♠❡tr✐❡❡❜❡♥❡ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s ❞❡❝❦✉♥❣s❣❧❡✐❝❤ ✐st✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡
❉✐❝❦❡ ❞❡r ❑♦❤äs✐✈③♦♥❡ tcz = 0 ❣❡✇ä❤❧t✳ ❉✐❡s ✐st ♥♦t✇❡♥❞✐❣✱ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ❘✐ss❡❜❡♥❡ ❞❡r ▼✐tt❡✲
❧❡❜❡♥❡ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s ❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ❉❛♠✐t ❞❛s s♦ ❡rst❡❧❧t❡ ❊rs❛t③♠♦❞❡❧❧ ❞❛s ❱♦❧❧♠♦❞❡❧❧ ❦♦rr❡❦t
❛❜❜✐❧❞❡t✱ ✐st ❡✐♥❡ ❆♥♣❛ss✉♥❣ ❞❡r ❑♦❤äs✐✈♣❛r❛♠❡t❡r✱ s✐❡❤❡ ❘♦t❤ ❬✶✹✷❪✱ ♥♦t✇❡♥❞✐❣✿
Γ˜0 =
1
2
Γ0
t˜0 = t0
E˜cz = 2Ecz.
✭✺✳✽✮
✺✳✸✳✷ P❛r❛♠❡t❡rst✉❞✐❡
▼✐t ❞❡♠ ♦❜❡♥ ❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❋❊✲▼♦❞❡❧❧ ❞❡s ❈◆❇✲❱❡rs✉❝❤❡s ✇✐r❞ ❡✐♥❡ P❛r❛♠❡t❡rst✉❞✐❡ ❞✉r❝❤✲
❣❡❢ü❤rt✱ ✉♠ ❞❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ▼♦❞❡❧❧♣❛r❛♠❡t❡r ❛✉❢ ❞✐❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤ ❡r♠✐tt❡❧t❡
❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡ ③✉ st✉❞✐❡r❡♥✳ ❉❛③✉ ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧♣❛r❛♠❡t❡r ❡✐♥③❡❧♥ ✈❛r✐✲
✐❡rt ✉♥❞ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❧✐♥❡❛r✲❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❋♦❧❣❡♥❞❡
P❛r❛♠❡t❡r ✇✉r❞❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t✿
❼ ❞✐❡ ❑♦❤äs✐✈st❡✐✜❣❦❡✐t Ecz✱
❼ ❞✐❡ ❑♦❤äs✐✈❢❡st✐❣❦❡✐t t0✱
❼ ❞✐❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s❛r❜❡✐t Γ0✱
❼ ❞❡r ❘❡✐❜✉♥❣s❦♦❡✣③✐❡♥t µ ✉♥❞
❼ ❞❡r ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ E✳
❉❡r ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ◗✉❡r❦♦♥tr❛❦t✐♦♥s③❛❤❧ ✇✉r❞❡ ❢ür ❛❧❧❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❘❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ♠✐t
ν = ✵✱✷ ❢❡st❣❡❧❡❣t ✉♥❞ ♥✐❝❤t ✈❛r✐✐❡rt✱ ❞❛ ❞❡ss❡♥ ❊✐♥✢✉ss ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❜❛r ❣❡r✐♥❣ ✐st✳ ❉✐❡
❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡s ❘❡❢❡r❡♥③♠♦❞❡❧❧s ❢❛sst ❚❛❜❡❧❧❡ ✺✳✼ ③✉s❛♠♠❡♥✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥
✇✐r❞ ❢ür ❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡rst✉❞✐❡ ❞✐❡ ❆♣♣❛r❛t✉r♥❛❝❤❣✐❡❜✐❣❦❡✐t ♥✐❝❤t ♠✐t ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✱ ✉♠ ❞✐❡
❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❊✛❡❦t❡ ❞❡r ▼♦❞❡❧❧♣❛r❛♠❡t❡r ❡✐♥③❡❧♥ ③✉ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r❡♥✳ ❋♦❧❣❧✐❝❤ ✇✐r❞ ❞✐❡ ✈♦r✲
❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❞✐r❡❦t ❛♠ ❘❡❢❡r❡♥③♣✉♥❦t ✶ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✽ ❛✉❢❣❡✲
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❤äs✐✈st❡✐✜❣❦❡✐t Ecz✱ ❑♦❤äs✐✈❢❡st✐❣❦❡✐t t0 ✉♥❞ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s❛r❜❡✐t Γ0✱ s♦✇✐❡ ❞❡s ❘❡✐❜✉♥❣s❦♦❡✣✲
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✭❜✮ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❑♦❤äs✐✈❢❡st✐❣❦❡✐t t0
❆❜❜✳ ✺✳✶✾✿ ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❑♦❤äs✐✈st❡✐✜❣❦❡✐t ✉♥❞ ✲❢❡st✐❣❦❡✐t ❛✉❢ ❞✐❡ ❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡
❉✐❡ ❑♦❤äs✐✈st❡✐✜❣❦❡✐t Ecz ❤❛t ❥❡ ♥❛❝❤ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❡✐♥❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞❛s
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s❡r❣❡❜♥✐s✳ ❋ür ❦❧❡✐♥❡ ❙t❡✐✜❣❦❡✐t❡♥ ❞♦♠✐♥✐❡rt ❞✐❡ ◆❛❝❤❣✐❡❜✐❣❦❡✐t ❞❡r ❑♦❤äs✐✈③♦✲
♥❡ ❞❛s ❱❡r❢♦r♠✉♥❣s✈❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡r Pr♦❜❡✱ ❞✐❡ ❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s❦✉r✈❡ ✇❡✐st ❡✐♥❡♥ ✢❛❝❤❡r❡♥
❆♥st✐❡❣ ❛✉❢ ❛❧s ❞✐❡ ❡❧❛st✐s❝❤❡ ❱❡r❣❧❡✐❝❤sr❡❝❤♥✉♥❣✳ ■st ❞✐❡ ❑♦❤äs✐✈st❡✐✜❣❦❡✐t ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s t20/2Γ0✱
tr✐tt ❦❡✐♥❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✐♥✐t✐✐❡r✉♥❣ ♠❡❤r ❛✉❢ ✉♥❞ ❞✐❡ ❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡ ✈❡r❧ä✉❢t ❧✐✲
♥❡❛r✳ ❩✐❡❧ s♦❧❧t❡ ❡s s❡✐♥✱ ❞✐❡ ❑♦❤äs✐✈st❡✐✜❣❦❡✐t s♦ ❤♦❝❤ ③✉ ✇ä❤❧❡♥✱ ❞❛ss ❜✐s ③✉♠ ❊✐♥s❡t③❡♥
❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ✐♠ ❡rst❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣✉♥❦t ❞❛s ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡ ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡♠ ❞❡r ❡❧❛st✐s❝❤❡♥
❱❡r❣❧❡✐❝❤sr❡❝❤♥✉♥❣ ♦❤♥❡ ❑♦❤äs✐✈③♦♥❡ ❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ❇❡✐ ❤ö❤❡r❡♥ ❑♦❤äs✐✈st❡✐✜❣❦❡✐t❡♥ tr✐tt ❡✐♥
❑♦♥✈❡r❣❡♥③❡✛❡❦t ❡✐♥✱ ❡✐♥❡ ❩✉♥❛❤♠❡ ❞❡s P❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❤❛t ❞❛♥♥ ❦❡✐♥❡♥
❊✐♥✢✉ss ♠❡❤r ❛✉❢ ❞❛s ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s❡r❣❡❜♥✐s✳ ❇❡✐ s❡❤r ❤♦❝❤ ❣❡✇ä❤❧t❡♥ ❑♦❤äs✐✈st❡✐✜❣❦❡✐t❡♥
tr❡t❡♥ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ■♥st❛❜✐❧✐tät❡♥ ❛✉❢✱ ❞❛ ❞❛s ❋❊✲◆❡t③ ❞✐❡ ❦❧❡✐♥❡♥ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s❧ä♥❣❡♥ s0 ♥✐❝❤t
♠❡❤r ❛✉✢ös❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❡r ❡r♠✐tt❡❧t❡ ❲❡rt✱ ❜❡✐ ✇❡❧❝❤❡♠ ❡✐♥❡ ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❙t❛❜✐✲
❧✐tät ✈♦r❧✐❡❣t ✉♥❞ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❑♦♥✈❡r❣❡♥③❜❡r❡✐❝❤❡s ❞❡r ❑r❛❢t✲
❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡ ❧✐❡❣❡♥✱ ❧❛✉t❡t Ecz = ✺✵✵✳✵✵✵▼P❛✴♠♠✳
❋ür ❞✐❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡r ❑♦❤äs✐✈❢❡st✐❣❦❡✐t t0 ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡✿ ▼✐t ③✉♥❡❤♠❡♥✲
❞❡r ❑♦❤äs✐✈❢❡st✐❣❦❡✐t st❡✐❣❡♥ ❞❛s ❑r❛❢t♠❛①✐♠✉♠ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣✱ ❜❡✐ ✇❡❧❝❤❡r ❡✐♥❡
❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✈♦♥ ❞❡r ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤sr❡❝❤♥✉♥❣ ❛✉❢tr✐tt✳ ❉✐❡s ✐st ♣❧❛✉s✐❜❡❧✱ ❞❡♥♥ ❡✐♥❡ ❤ö✲
❤❡r❡ ❑♦❤äs✐✈❢❡st✐❣❦❡✐t ❜❡❞❡✉t❡t ❡✐♥ s♣ät❡r❡s ❊✐♥s❡t③❡♥ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣✱ ❞✳ ❤✳ ❞✐❡ ❑♦❤äs✐✈③♦♥❡
❦❛♥♥ s✐❝❤ ✇❡✐t❡r ö✛♥❡♥✱ ❜❡✈♦r ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ✐♥✐t✐✐❡rt✳ ❉❡♥♥♦❝❤ ✐st ♥✐❝❤t ❥❡❞❡s ❜❡❧✐❡❜✐❣ ❤♦❤❡
❑r❛❢t♥✐✈❡❛✉ ♥✉r ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞✐❡s❡s P❛r❛♠❡t❡rs ❡rr❡✐❝❤❜❛r✳ ❉✐❡s ❧✐❡❣t ❛♥ ❞❡r s✐❝❤ ä♥✲
❞❡r♥❞❡♥ ❋♦r♠ ❞❡s ❜✐❧✐♥❡❛r❡♥ ❑♦❤äs✐✈❣❡s❡t③❡s✳ ❯♥t❡r ❞❡r ❆♥♥❛❤♠❡✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥
❑♦❤äs✐✈♣❛r❛♠❡t❡r ❦♦♥st❛♥t ❜❧❡✐❜❡♥✱ st❡✐❣t ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r ❑♦❤äs✐✈❢❡st✐❣❦❡✐t ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧
❡rr❡✐❝❤❜❛r❡ ❑♦❤äs✐✈s♣❛♥♥✉♥❣ ❜❡✐ ❣❧❡✐❝❤❜❧❡✐❜❡♥❞❡♠ ❆♥❢❛♥❣s❛♥st✐❡❣✳ ❋♦❧❣❧✐❝❤ ♥✐♠♠t ❛✉❝❤ ❞✐❡
✺✳✸ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡r ❜r✉❝❤♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❱❡rs✉❝❤❡ ✽✸
❙❡♣❛r❛t✐♦♥s❧ä♥❣❡ s0 ③✉✳ ●❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ♥✐♠♠t ❞❡r ❆♥st✐❡❣ ❢ür ❞✐❡ ❛❜❢❛❧❧❡♥❞❡ ●❡r❛❞❡ ❛❜✱ ❞❛ ❞✐❡
❋❧ä❝❤❡ ✉♥t❡r ❞❡r ❑✉r✈❡ ❦♦♥st❛♥t s❡✐♥ s♦❧❧✱ ✇❛s ❡✐♥❡ ❆❜♥❛❤♠❡ ✈♦♥ ❞❡r ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s❧ä♥❣❡ ❜❡✐
✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ sf ❜❡❞❡✉t❡t✱ s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✾✳ ❉❛s ❤❛t ③✉r ❋♦❧❣❡✱ ❞❛ss ❙❝❤ä❞✐✲
❣✉♥❣s✐♥✐t✐✐❡r✉♥❣ ✉♥❞ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❢ür ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡ ❑♦❤äs✐✈❢❡st✐❣❦❡✐t❡♥ t0 ✐♠♠❡r
♥ä❤❡r ❜❡✐❡✐♥❛♥❞❡r ❧✐❡❣❡♥✳ ❉❡r ❤②♣♦t❤❡t✐s❝❤❡ ●r❡♥③❢❛❧❧ s0 = sf = 2Γ0/t0 ❞❡✜♥✐❡rt ❞✐❡ ♦❜❡r❡
❙❝❤r❛♥❦❡ ❞❡s P❛r❛♠❡t❡r❜❡r❡✐❝❤❡s ❢ür ❞✐❡ ❑♦❤äs✐✈❢❡st✐❣❦❡✐t ❜❡❞✐♥❣t ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❲❛❤❧ ❞❡r ❦♦♥✲
st❛♥t❡♥ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s❛r❜❡✐t✳ ❋ür ❡✐♥❡ ❞❡✜♥✐❡rt❡ ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡s ❋❊✲◆❡t③❡s ❜❡❞❡✉t❡t ❡✐♥❡
❆♥♥ä❤❡r✉♥❣ ❛♥ ❞✐❡ ♦❜❡r❡ ●r❡♥③❡✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❩❡✐ts❝❤r✐tt✇❡✐t❡ ❤❡r❛❜❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥ ♠✉ss✱ ✉♠ ❡✐♥
❑♦♥✈❡r❣❡♥③✈❡r❤❛❧t❡♥ ❜❡✐♠ ▲ös❡♥ ❞❡s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠s ③✉ ❡r③✐❡❧❡♥✳ ❉❛ ❞✐❡s ♥✐❝❤t ❜❡❧✐❡❜✐❣
♠ö❣❧✐❝❤ ✐st✱ tr❡t❡♥ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ■♥st❛❜✐❧✐tät❡♥ ❛✉❢✳ ❉✐❡s❡r ❊✛❡❦t ❧ässt s✐❝❤ ❛❜❢❛♥❣❡♥✱ ✐♥❞❡♠
❡✐♥❡ ◆❡t③✈❡r❢❡✐♥❡r✉♥❣ ✈♦r❣❡♥♦♠♠❡♥ ✇✐r❞✱ ✇❛s ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ❞❡♥ ❘❡❝❤❡♥❛✉❢✇❛♥❞ ❡r❤ö❤t✳ ❉❛s
❢❡✐♥❡r❡ ◆❡t③ ✐st ❞❛♥♥ ✐♥ ❞❡r ▲❛❣❡✱ ❞❡♥ ●r❛❞✐❡♥t❡♥ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♣r♦✲
③❡ss③♦♥❡ rä✉♠❧✐❝❤ ❛✉❢③✉❧ös❡♥✳
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✭❛✮ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s❛r❜❡✐t  0
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✭❜✮ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❘❡✐❜✉♥❣s❦♦❡✣③✐❡♥t µ
❆❜❜✳ ✺✳✷✵✿ ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s❛r❜❡✐t ✉♥❞ ❞❡s ❘❡✐❜✉♥❣s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡
❊✐♥❡ ❊r❤ö❤✉♥❣ ❞❡r ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s❛r❜❡✐t Γ0 ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡r ❑♦❤äs✐✈❢❡st✐❣❦❡✐t t0 ❢ü❤rt ③✉ ❡✐♥❡r
st❡✐❣❡♥❞❡♥ ♠❛①✐♠❛❧❡♥ ❑r❛❢t ✉♥❞ ❡✐♥❡r ❩✉♥❛❤♠❡ ❞❡r ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣✳ ▼✐t st❡✐❣❡♥✲
❞❡r ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s❛r❜❡✐t ❦❛♥♥ ♠❡❤r ❊♥❡r❣✐❡ ❞✐ss✐♣✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ❜✐s ❡✐♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣✉♥❦t ✈♦❧❧stä♥❞✐❣
✈❡rs❛❣t✳ ❉✐❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣✱ ❜❡✐ ✇❡❧❝❤❡r ❡✐♥❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ③✉r ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤sr❡❝❤♥✉♥❣
❛✉❢tr✐tt✱ ❛❧s♦ ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ✐♥✐t✐✐❡rt✱ ä♥❞❡rt s✐❝❤ ♥✐❝❤t✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡s ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ❙❡♣❛✲
r❛t✐♦♥s❛r❜❡✐t ✐st✳ ❊s ❡①✐st✐❡rt ❡✐♥❡ ✉♥t❡r❡ ❙❝❤r❛♥❦❡ ❞❡r ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s❛r❜❡✐t ❜❡❞✐♥❣t ❞✉r❝❤ ❞✐❡
❲❛❤❧ ❞❡r ❑♦❤äs✐✈❢❡st✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ❑♦❤äs✐✈st❡✐✜❣❦❡✐t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❜❡✐ t20/2Ecz ❧✐❡❣t✳
❉❡r ❘❡✐❜✉♥❣s❦♦❡✣③✐❡♥t ❤❛t ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❡✐♥❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ ❡r♠✐tt❡❧t❡ ❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲
❑✉r✈❡✳ ❏❡ ❣röß❡r ❞❡r ❘❡✐❜✉♥❣s❦♦❡✣③✐❡♥t✱ ❞❡st♦ ❤ö❤❡r s✐♥❞ ❞❡r ❆♥st✐❡❣ ❞❡r ❑✉r✈❡ ✉♥❞ ❞❛s
❡r♠✐tt❡❧t❡ ❑r❛❢t♠❛①✐♠✉♠✳ ❉✐❡ ❘❡✐❜✉♥❣ ❡r❤ö❤t ❛❧s♦ ❞✐❡ ❙t❡✐✜❣❦❡✐t ❞❡s ❙②st❡♠s ✉♥❞ ❞✐❡ ❡✐♥✲
❣❡❜r❛❝❤t❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❦❛♥♥ ♥✉♥ ♥✐❝❤t ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ③✉r ❘✐ss❜✐❧❞✉♥❣ ❛✉❢❣❡✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ ❡✐♥
❚❡✐❧ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❘❡✐❜✈♦r❣ä♥❣❡ ❞✐ss✐♣✐❡rt ✇✐r❞✳ ❉✐❡ ❦♦♥str✉❦t✐✈❡ ❯♠s❡t③✉♥❣ ❞❡s
❱❡rs✉❝❤s❛✉❢❜❛✉s ❣❡✇ä❤r❧❡✐st❡t ❡✐♥❡ r♦❧❧❜❡✇❡❣❧✐❝❤❡ ▲❛❣❡r✉♥❣ ❞❡r ❇❡❧❛st✉♥❣s✲ ✉♥❞ ❆✉✢❛❣❡r✲
❦ör♣❡r✱ ✉♠ ❘❡✐❜✉♥❣s❜❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣❡♥ ③✉ ♠✐♥✐♠✐❡r❡♥✱ s✐❡❤❡ ❉■◆ ❊◆ ✽✹✸✲✶ ❬✹✹❪✳ ❋♦❧❣❧✐❝❤ ✇✐r❞
✐♥ ❞❡♥ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❡✐♥ r❡✐❜❢r❡✐❡r ❑♦♥t❛❦t ❜❡tr❛❝❤t❡t✳
✽✹ ✺ ❊r❣❡❜♥✐ss❡
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✭❛✮ ❱❛r✐❛t✐♦♥ E ♠✐t  0 = ❦♦♥st✳
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✭❜✮ ❱❛r✐❛t✐♦♥ E ♠✐t KIc = ❦♦♥st✳
❆❜❜✳ ✺✳✷✶✿ ❊✐♥✢✉ss ❞❡s ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧s ❛✉❢ ❞✐❡ ❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡
❋ür ❡✐♥❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧s E ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s ❞✐r❡❦t❡♥ ❩✉s❛♠✲
♠❡♥❤❛♥❣s ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♠ ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ ✉♥❞ ❞❡r ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s❛r❜❡✐t Γ0✱ s✐❡❤❡ ❛✉❝❤ ●❧❡✐✲
❝❤✉♥❣ ✭✹✳✺✵✮✱ ③✇❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥ss③❡♥❛r✐❡♥✳ ❩✉❡rst ✇✐r❞ ❞❡r ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ ❜❡✐
❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ❦♦♥st❛♥t❡r ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s❛r❜❡✐t ✈❛r✐✐❡rt✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ß❡♥❞ ❜❧❡✐❜t ❞✐❡ s✐❝❤ ❡r❣❡❜❡♥❞❡
❇r✉❝❤③ä❤✐❣❦❡✐t ❦♦♥st❛♥t✱ ✇♦r❛✉s ❡✐♥❡ ✐♥❞✐r❡❦t❡ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐tät ✈♦♥ E ∝ 1/Γ0 r❡s✉❧t✐❡rt✳
❋ür ❡✐♥❡ ❦♦♥st❛♥t❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s❛r❜❡✐t st❡✐❣t ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡♠ ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ E ❞❡r ❆♥✲
st✐❡❣ ❞❡r ❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡ s♦✇✐❡ ❞❡ss❡♥ ▼❛①✐♠✉♠✳ ❉❡r ❤ö❤❡r❡ ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧
❡r❤ö❤t ❞✐❡ ❙t❡✐✜❣❦❡✐t ❞❡r Pr♦❜❡ ✉♥❞ ❜❡✐ ❣❧❡✐❝❤❡r ❑r❛❢t s✐♥❦❡♥ ❞✐❡ ③✉❣❡❤ör✐❣❡ Pr♦❜❡♥❞✉r❝❤✲
❜✐❡❣✉♥❣ ✉♥❞ ❞✐❡ r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡ Ö✛♥✉♥❣ ❞❡r ❑♦❤äs✐✈③♦♥❡✱ ✇❛s ❞✐❡ ❣❡st✐❡❣❡♥❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❑r❛❢t
❡r❦❧ärt✳
❋ür ❞❛s ③✇❡✐t❡ ✉♥t❡rs✉❝❤t❡ ❙③❡♥❛r✐♦ ❞❡r ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❇r✉❝❤③ä❤✐❣❦❡✐t ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❡✐♥❡ ❩✉✲
♥❛❤♠❡ ❞❡s ❆♥st✐❡❣❡s ❞❡r ❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡ ❜❡✐ st❡✐❣❡♥❞❡♠ ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ E✱
✇❡❧❝❤❡s ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❙t❡✐✜❣❦❡✐ts③✉♥❛❤♠❡ ❞❡r Pr♦❜❡ ❜❡❣rü♥❞❡t ✐st✳ ❉❛ s✐❝❤ ♠✐t ③✉♥❡❤✲
♠❡♥❞❡♠ ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ E ❞✐❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s❛r❜❡✐t r❡❞✉③✐❡rt✱ st❡✐❣t ❞❛s ❑r❛❢t♠❛①✐♠✉♠ ✐♥
❞❡r ❊r❣❡❜♥✐s❦✉r✈❡ ♥✐❝❤t ✇✐❡ ❢ür ❞❛s ❡rst❡ ❙③❡♥❛r✐♦ ❛♥✱ s♦♥❞❡r♥ ❜❧❡✐❜t ❦♦♥st❛♥t✳
❉❛♠✐t r❡❛❣✐❡rt ❞✐❡ ❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♠ ❡♠♣✜♥❞❧✐❝❤st❡♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡
➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧s s♦✇✐❡ ❞❡r ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s❛r❜❡✐t✳ ❆✉❝❤ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❑♦❤ä✲
s✐✈❢❡st✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ❞❡s ❘❡✐❜✉♥❣s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❞❛r❢ ♥✐❝❤t ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t ✇❡r❞❡♥✱ ✇♦❜❡✐ ❛✉❢❣r✉♥❞
❞❡r ❣❡✇ä❤❧t❡♥ ▲❛❣❡r✉♥❣ ✐♥ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ❛✉ss❝❤❧✐❡ß❧✐❝❤ ❡✐♥ r❡✐❜❢r❡✐❡r ❑♦♥✲
t❛❦t ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇✐r❞✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❑♦❤äs✐✈st❡✐✜❣❦❡✐t ❛❧s ❢❡st❡r P❛r❛♠❡t❡r ❞❡✜♥✐❡rt✳
✺✳✸✳✸ ■❞❡♥t✐✜❦❛t✐♦♥ ❞❡r ❑♦❤äs✐✈♣❛r❛♠❡t❡r
◆❛❝❤ ❆❜s❝❤❧✉ss ❞❡r P❛r❛♠❡t❡rst✉❞✐❡ ❢♦❧❣t ❡✐♥❡ P❛r❛♠❡t❡r✐❞❡♥t✐✜❦❛t✐♦♥ ❞❡r ✈❡r❜❧✐❡❜❡♥❡♥ ▼♦✲
❞❡❧❧♣❛r❛♠❡t❡r ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❡✐♥❡s ❣r❛❞✐❡♥t❡♥❜❛s✐❡rt❡♥ ❖♣t✐♠✐❡r✉♥❣s✈❡r❢❛❤r❡♥s✳ ❊✐♥❡ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡
❈◆❇✲Pr♦❜❡ ❛✉s ❦♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❜✉♥❞❡♥❡♠ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ P❛r❛♠❡✲
t❡r ❞❡✜♥✐❡rt✱ ❧✐❡❢❡rt ❞✐❡ ❩✐❡❧❢✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❡①♣❡✲
r✐♠❡♥t❡❧❧ ❡r♠✐tt❡❧t❡ ❇r✉❝❤③ä❤✐❣❦❡✐t ❛❧s ❢❡st❡r P❛r❛♠❡t❡r ❢ür ❞✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡✜♥✐❡rt✱ s♦ ❞❛ss
✺✳✸ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡r ❜r✉❝❤♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❱❡rs✉❝❤❡ ✽✺
❡✐♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♠ ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ ✉♥❞ ❞❡r ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s❛r❜❡✐t ❜❡✲
st❡❤t✱ s✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✹✳✺✵✮✳ ❉❛♠✐t ❜❧❡✐❜❡♥ ❛❧s ❢r❡✐❡ ▼♦❞❡❧❧♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡r ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧
E ✉♥❞ ❞✐❡ ❑♦❤äs✐✈❢❡st✐❣❦❡✐t t0✳ ❯♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡rst✉✲
❞✐❡ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❑♦❤äs✐✈❢❡st✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ❞❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡♥ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✷✷✱
✇❡❧❝❤❡ ❡✐♥❡♥ ❦❧❡✐♥❡♥ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ✈♦r ❞❡♠ ❑r❛❢t❛❜❢❛❧❧ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❡✐♥❡ s♣ät❡ ❙❝❤ä❞✐✲
❣✉♥❣s✐♥✐t✐✐❡r✉♥❣ ③❡✐❣❡♥✱ ✇✐r❞ ❡r✇❛rt❡t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❑♦❤äs✐✈❢❡st✐❣❦❡✐t t0 ♥❛❤ ❛♠ ♦❜❡r❡♥ ●r❡♥③✲
❜❡r❡✐❝❤ ❧✐❡❣t✳ ❉✐❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ❡r♠✐tt❡❧t❡ ❆♣♣❛r❛t✉r♥❛❝❤❣✐❡❜✐❣❦❡✐t ✇✉r❞❡ ♠✐t ✵✱✶✹✼µ♠✴◆
❜❡st✐♠♠t✳ ❉❛♠✐t ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❡✐♥❡ ❋❡❞❡rst❡✐✜❣❦❡✐t ❢ür ❞✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈♦♥ ✻✼✾✾✱✼◆✴♠♠✳ ❆❜✲
❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✷✷ ③❡✐❣t ❞✐❡ ❡r♠✐tt❡❧t❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❛✉s ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✉♥❞ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
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Experiment
Simulation
Rissinitiierung
❆❜❜✳ ✺✳✷✷✿ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡♥ ❛✉s ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✉♥❞ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥
▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡s ❣r❛❞✐❡♥t❡♥❜❛s✐❡rt❡♥ ❖♣t✐♠✐❡r✉♥❣s✈❡r❢❛❤r❡♥s ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧♣❛r❛♠❡t❡r
❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ E = ✶✺✾✾✻✱✽▼P❛ s♦✇✐❡ ❑♦❤äs✐✈❢❡st✐❣❦❡✐t t0 = ✹✺▼P❛ ❡r♠✐tt❡❧t✳ ❉❛♠✐t
❧✐❡❣t ❞✐❡ ❑♦❤äs✐✈❢❡st✐❣❦❡✐t ❛♥ ❞❡r ♦❜❡r❡♥ ●r❡♥③❡ ❞❡s ❞❡✜♥✐❡rt❡♥ P❛r❛♠❡t❡r❜❡r❡✐❝❤❡s✳ ❉❡r
❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ ❧✐❡❣t ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s ✈♦♥ ❲❡r♥❡r ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✸❪ ❜③✇✳ ❲❡r♥❡r ❬✶✾✶❪ ❡r♠✐t✲
t❡❧t❡♥ ❇❡r❡✐❝❤❡s✳ ❉❛s ❑r❛❢t♠❛①✐♠✉♠ ❛✉s ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✉♥❞ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐st ✐♥ ❣✉t❡r Ü❜❡r❡✐♥✲
st✐♠♠✉♥❣✱ ✇♦❜❡✐ ❞❡r ♥✉♠❡r✐s❝❤ ❡r♠✐tt❡❧t❡ ❲❡rt ❞❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ✉♠ ✶✱✽✸✪ ✉♥t❡rs❝❤ät③t✳
❉❛s ❊✐♥❧❛✉❢✈❡r❤❛❧t❡♥ ❦❛♥♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❣❡✇ä❤❧t❡♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❑♦♥✲
t❛❦t❢♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ❣✉t ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❆✉❝❤ ❢ür ❞❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✐♠ ❆♥s❝❤❧✉ss ❛♥
❞✐❡ ❊✐♥❧❛✉❢♣❤❛s❡ ❞❡r ❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❣✉t❡ Ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠✉♥❣ ❡r③✐❡❧t✳
❉✐❡ ❖♣t✐♠✐❡r✉♥❣ ✇✉r❞❡ ❞❛❜❡✐ ♠✐t ❞❡♠ ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ ❛❧s ❛❧❧❡✐♥✐❣❡♠ ▼♦❞❡❧❧♣❛r❛♠❡t❡r
❞❡r ❩✐❡❧❢✉♥❦t✐♦♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✱ ✇♦❜❡✐ ❞❛s ❘❡s✐❞✉✉♠ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ■♥t❡r✈❛❧❧ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❧✐♥❡❛r❡♥
❇❡r❡✐❝❤❡s ❛✉s❣❡✇❡rt❡t ✇✉r❞❡✳ ▼✐t ❊✐♥s❡t③❡♥ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡♠ ❆❜✇❡✐❝❤❡♥ ✈♦♠ ❧✐♥❡❛✲
r❡♥ ❱❡r❧❛✉❢✱ ❧❛✉❢❡♥ ❜❡✐❞❡ ❑✉r✈❡♥ ❧❡✐❝❤t ❛✉s❡✐♥❛♥❞❡r✱ ✇♦❜❡✐ ❜❡✐ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡✐♥ ❣❡r✐♥❣❡r❡s
❑r❛❢t♠❛①✐♠✉♠ ❡rr❡✐❝❤t ✇✐r❞✳ ◆❛❝❤ Ü❜❡rs❝❤r❡✐t❡♥ ❞❡s ❑r❛❢t♠❛①✐♠✉♠s st♦♣♣t ❞✐❡ st❛t✐s❝❤❡
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✉❢❣r✉♥❞ ✈♦♥ ❑♦♥✈❡r❣❡♥③♣r♦❜❧❡♠❡♥✳ ❊✐♥❡ ❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ❘❡❝❤♥✉♥❣ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡
❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ♠✐t ❞❡♠ st❛r❦❡♥ ❑r❛❢t❛❜❢❛❧❧ s♣r✉♥❣❤❛❢t ❛♥st❡✐❣t✱ ✇❛s ❛❧s ■♥✲
❞✐❦❛t♦r ❢ür ❡✐♥❡ ✐♥st❛❜✐❧❡ ❘✐ss❛✉s❜r❡✐t✉♥❣ ③✉ ❜❡✇❡rt❡♥ ✐st✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❡t✇❛ ❡✐♥ ❉r✐tt❡❧ ❞❡r
✐♥ ❞❡r ❋❡❞❡r ❣❡s♣❡✐❝❤❡rt❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♠❣❡✇❛♥❞❡❧t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛♥s❝❤❧✐❡ß❡♥❞
✐♥ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡ ❞✐ss✐♣✐❡rt ✇✐r❞✳
❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❡✐♥❡ ❣✉t❡ Ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠✉♥❣ ❞❡s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♥ ❛❧s ❛✉❝❤ q✉❛♥✲
t✐t❛t✐✈❡♥ ❱❡r❧❛✉❢s ❞❡r ❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡♥✳ ❉✐❡ ❋❊▼✲❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ③❡✐❣❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡
✽✻ ✺ ❊r❣❡❜♥✐ss❡
◆✐❝❤t❧✐♥❡❛r✐tät❡♥ ❞❡s ❑♦♥t❛❦ts s♦✇✐❡ ❞✐❡ ◆✐❝❤t❧✐♥❡❛r✐tät ❞❡s st❛❜✐❧❡♥ ❘✐ss✇❛❝❤st✉♠ ü❜❡r❧❛✲
❣❡rt ❛✉❢tr❡t❡♥✱ ✇❡s❤❛❧❜ s✐❝❤ ❞✐❡ ❣❡③❡✐❣t❡ ❋♦r♠ ❞❡s ❑r❛❢t♠❛①✐♠✉♠s ❡r❣✐❜t✳ ❊✐♥❡ ❆✉s✇❡rt✉♥❣
❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ❞❡r ❑♦❤äs✐✈③♦♥❡ ❧✐❡❢❡rt ❡✐♥❡ ❆❜s❝❤ät③✉♥❣ ❞❡r ❘✐ss❧ä♥❣❡ ✇ä❤r❡♥❞
❞❡s ❱❡rs✉❝❤❡s✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❘✐ss✐♥✐t✐✐❡r✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✷✷ ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t
✐st✳
✺✳✸✳✹ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❋♦r♠ ❞❡r ❘✐ss❢r♦♥t
❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✺✳✷✳✸ ❡r❧ä✉t❡rt❡♥ ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❞❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡
❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ●ü❧t✐❣❦❡✐t ❞❡r ❱❡rs✉❝❤❡ ❡r❢♦❧❣t ❡✐♥❡ ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❞❡r ❛❦t✉❡❧❧❡♥ ❘✐ss❧ä♥❣❡ ✉♥❞
❞❡r ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ❘✐ss❢r♦♥t✳ ❉❛❜❡✐ ✇❡r❞❡♥ ③✇❡✐ ▼❡t❤♦❞❡♥ ✕ ❆✉s✇❡rt✉♥❣
❞❡s J✲■♥t❡❣r❛❧s ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ❘✐ss❢r♦♥t s♦✇✐❡ ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❡✐♥❡s ❑♦❤äs✐✈③♦♥❡♥✲
♠♦❞❡❧❧s ✕ ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❇❡✐ ❞❡r ❡rst❣❡♥❛♥♥t❡♥ ▼❡t❤♦❞❡ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❋♦r♠ ❞❡r ❘✐ss❢r♦♥t ✐♠ ❡rst❡♥
❙❝❤r✐tt tr❛♣❡③❢ör♠✐❣ ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥✳ ❊s ✇✐r❞ ❡✐♥ ❋❊✲▼♦❞❡❧❧ ❡rst❡❧❧t✱ ❜❡✐ ✇❡❧❝❤❡♠ ❞✐❡ ❊❧❡♠❡♥t❡
❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ❘✐ss❢r♦♥t ❢ä❝❤❡r❢ör♠✐❣ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❙❝❤❧❛✉❝❤ ✈♦♥ ③❡❤♥ ❙❡❣♠❡♥t❡♥ ♠♦❞❡❧❧✐❡rt s✐♥❞✳
❆♥ ❞❡r ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❘✐ss❢r♦♥t ✇❡r❞❡♥ ❦♥♦t❡♥❞✐st♦rt✐❡rt❡ ✉♥❞ ❦♦❧❧❛❜✐❡rt❡ ❍❡①❛❡❞❡r❡❧❡♠❡♥t❡
✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❋ür ❥❡❞❡♥ ❑♥♦t❡♥ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ❘✐ss❢r♦♥t ❡r❢♦❧❣t ♥✉♥ ❡✐♥❡ ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ❞❡s ✸❉✲J✲
■♥t❡❣r❛❧s✱ ✇❡❧❝❤❡s ③✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✐♥ ❡✐♥ äq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ●❡❜✐❡ts✐♥t❡❣r❛❧ ✭❊❉■✮ ✉♠❣❡✇❛♥❞❡❧t
✇✐r❞✳ ❉✐❡ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❞❛③✉ ✐st ✐♥ ❑✉♥❛ ❬✽✻❪ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳
❆❧s ❊r❣❡❜♥✐s✱ s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✷✸✭❛✮✱ ③❡✐❣t s✐❝❤ ❡✐♥❡ Ü❜❡r❤ö❤✉♥❣ ❞❡s J✲■♥t❡❣r❛❧s ✉♥❞
❞❛♠✐t ❞❡s ❙♣❛♥♥✉♥❣s✐♥t❡♥s✐täts❢❛❦t♦rs ❛♥ ❞❡r ❯♥st❡t✐❣❦❡✐tsst❡❧❧❡ ❞❡r ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥❡♥ ❘✐ss✲
❢r♦♥t✳ ❯♥t❡r ❞❡r ❆♥♥❛❤♠❡✱ ❞❛ss ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r Ü❜❡r❤ö❤✉♥❣ ❞❡s J✲■♥t❡❣r❛❧s ❞❡r ❘✐ss ❛♥ ❞✐❡s❡r
❙t❡❧❧❡ s❝❤♥❡❧❧❡r ❢♦rts❝❤r❡✐t❡t ❛❧s ✐♠ ü❜r✐❣❡♥ ❘✐ss❣❡❜✐❡t✱ ❡r❢♦❧❣t ❡✐♥❡ ♠❛♥✉❡❧❧❡ ❆♥♣❛ss✉♥❣ ❞❡r
❋♦r♠ ❞❡r ❘✐ss❢r♦♥t ü❜❡r ❡✐♥❡♥ t❛♥❣❡♥t✐❛❧❡♥ Ü❜❡r❣❛♥❣✳ ■t❡r❛t✐✈ ✇✐r❞ ❞✐❡s❡r Pr♦③❡ss ❢♦rt❣❡✲
s❡t③t✱ ❜✐s s✐❝❤ ❞✐❡ ✜♥❛❧ ❡r♠✐tt❡❧t❡ ❘✐ss❣❡♦♠❡tr✐❡ ❡✐♥st❡❧❧t✳ ❇❡✐ ❞✐❡s❡r ✐st ❞✐❡ ❘✐ss❜❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣
✉♥❞ ❞❛♠✐t ❣❧❡✐❝❤❡r♠❛ß❡♥ ❞❛s J✲■♥t❡❣r❛❧ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡r ❚♦❧❡r❛♥③❣r❡♥③❡ ❦♦♥st❛♥t ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r
❘✐ss❢r♦♥t✳ ❉✐❡ ❣❡str✐❝❤❡❧t❡ ▲✐♥✐❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✷✸✭❛✮ ✈✐s✉❛❧✐s✐❡rt ❞✐❡s❡s ❊r❣❡❜♥✐s✳ ❉❛ ❞✐❡s❡
▼❡t❤♦❞❡ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧❛♥♣❛ss✉♥❣ ✉♥❞ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❡✐ ❥❡❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥
s❡❤r ③❡✐t❛✉❢✇ä♥❞✐❣ ✐st✱ ✇✐r❞ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡♥❞ ❡✐♥ ❑♦❤äs✐✈③♦♥❡♥♠♦❞❡❧❧✱ s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✷✸✭❜✮✱
❜❡tr❛❝❤t❡t✳
❉✐❡s❡s ▼♦❞❡❧❧ ❧✐❡❣t ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt❡♥ P❛r❛♠❡t❡r✐❞❡♥t✐✜❦❛t✐♦♥ ❜❡r❡✐ts ✈♦r✳ ❲❡✐✲
t❡r❤✐♥ ❡✐❣♥❡t s✐❝❤ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♣❛r❛♠❡t❡r ❡❜❡♥❢❛❧❧s ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ❛❦t✉❡❧❧❡♥ ❘✐ss✲
❢r♦♥t✳ ❯♠ ❞✐❡ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✹✳✺ ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✹✳✻✶✮ ❞✐s❦✉t✐❡rt❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s❞❡✜♥✐t✐♦♥ ③✉ ✈❡r✲
✇❡♥❞❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❦❡✐♥❡ ✐♥ ❆❜❛q✉s st❛♥❞❛r❞♠äß✐❣ ✈❡r❢ü❣❜❛r❡♥ ❑♦❤äs✐✈❡❧❡♠❡♥t❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱
s♦♥❞❡r♥ ❑♦❤äs✐✈❡❧❡♠❡♥t❡✱ ❞✐❡ ✈♦♥ ❘♦t❤ ❬✶✹✶❪ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t ✉♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐❡rt ✇✉r❞❡♥✳ ❉✐❡s❡
❊❧❡♠❡♥t❡ ❡✐❣♥❡♥ s✐❝❤ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ✈♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡r ♦❞❡r ③②❦❧✐s❝❤❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ✐♥ ❇❛✉✲
t❡✐❧❡♥✱ s✐❡❤❡ ❛✉❝❤ ❘♦t❤ ❡t ❛❧✳ ❬✶✹✸❪✳ ❲❡✐t❡r❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣s❜❡✐s♣✐❡❧❡ ❞✐❡s❡r ❊❧❡♠❡♥t❡ ✜♥❞❡♥
s✐❝❤ ✐♥ ❇✉r❣♦❧❞ ❡t ❛❧✳ ❬✷✹❪✱ ●✐❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✻✵❪ s♦✇✐❡ ❘♦t❤ ✉✳ ❑✉♥❛ ❬✶✹✹❪✳
❇❡✐❞❡ ▼❡t❤♦❞❡♥ r❡s✉❧t✐❡r❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠❡♥❞❡♥ ❊r❣❡❜♥✐s✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❡✐♥❡r ❧❡✐❝❤t
❣❡❦rü♠♠t❡♥ ❘✐ss❢r♦♥t✱ ✇♦❜❡✐ ❞❡r ❘✐ss ❛✉❢ ❞❡r ❙②♠♠❡tr✐❡❧✐♥✐❡ ❞❡r ❑❡r❜❡ ❛♠ ✇❡♥✐❣st❡♥ ✇❡✐t
❢♦rt❣❡s❝❤r✐tt❡♥ ✐st ✉♥❞ ❛♥ ❞❡r ❆✉ß❡♥❦❛♥t❡ ❞❡r ❑❡r❜❡ ✈♦r❧ä✉❢t✳ ❉❡r P✉♥❦t ❛✉❢ ❞❡r ❙②♠♠❡tr✐❡✲
❧✐♥✐❡ ✇✉r❞❡ ❢ür ❞✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❛❦t✉❡❧❧❡♥ ❘✐ss❧ä♥❣❡ ❞❡✜♥✐❡rt✳ ❉❛♠✐t ✇✐r❞ s❝❤❧✐❡ß❧✐❝❤ ❞✐❡
❘✐ss❧ä♥❣❡ ③✉♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t ❞❡r ♠❛①✐♠❛❧❡♥ ❑r❛❢t ❞❡r ❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡ ❛❧s ❊r❣❡❜♥✐s
❛✉s ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r♦♣t✐♠✐❡r✉♥❣✱ s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✷✷✱ ❜❡st✐♠♠t✳ ❊♥t❧❛♥❣ ❞❡r ❙②♠♠❡tr✐❡✲
❧✐♥✐❡ ✭②✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ♥❛❝❤ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✼✮ ✇✐r❞ ❞❛③✉ ❞❡r ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✈❛r✐❛❜❧❡
Dcz ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✷✹✭❛✮ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❊s ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❡✐♥❡ ❘✐ss❧ä♥❣❡ ✈♦♥ acz = ✷✱✷✺♠♠ ❜③✇✳
αcz = ✵✱✸✼✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❘✐sss♣✐t③❡ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ✈♦♥ Dcz = ✵✱✾✾ ❞❡✜♥✐❡rt ✐st✳ ❉✐❡ ❘✐ss✲
✺✳✸ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡r ❜r✉❝❤♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❱❡rs✉❝❤❡ ✽✼
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✭❜✮ ❑♦❤äs✐✈③♦♥❡♥♠♦❞❡❧❧
❆❜❜✳ ✺✳✷✸✿ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r ❘✐ss❢r♦♥t ✇ä❤r❡♥❞ ❈◆❇✲❊①♣❡r✐♠❡♥t
♣r♦③❡ss③♦♥❡ ❦♦♥♥t❡ ❞❛❜❡✐ ü❜❡r ♠❡❤r❡r❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ❛✉❢❣❡❧öst ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❞❛s ✈❡r✇❡♥❞❡t❡
◆❡t③ ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ ❣❡♥❛✉ ✐st✳ ❋ür ❞✐❡ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡ Pr♦❜❡ ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ●❡♦♠❡tr✐❡❢✉♥❦t✐♦♥ Y ∗ ✐♥
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✷✹✭❜✮ ♠✐t ❞❡r ❡r♠✐tt❡❧t❡♥ ❘✐ss❧ä♥❣❡ ❛✉s ❞❡♠ ❑♦❤äs✐✈③♦♥❡♥♠♦❞❡❧❧ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳
❉❛❜❡✐ ✐st ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❡r♠✐tt❡❧t❡ ❘✐ss❧ä♥❣❡ ♥❛❤ ❛♥ ❞❡r ③✉♠ ▼✐♥✐♠✉♠ ❞❡r ●❡♦♠❡✲
tr✐❡❢✉♥❦t✐♦♥ ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ❘✐ss❧ä♥❣❡ ❧✐❡❣t✳ ❉❡♥❦❜❛r ✐st ❡✐♥❡ ❛♥❞❡r❡✱ ✇❡♥✐❣❡r ❤♦❤❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥
❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❛♥ ❞❡r ❘✐sss♣✐t③❡ ✇✐❡ Dcz = ✵✱✾✺ ♦❞❡r Dcz = ✵✱✾✵✱ ✇❛s ③✉ ❡✐♥❡r ❊r❤ö❤✉♥❣ ❞❡r
❡r♠✐tt❡❧t❡♥ ❘✐ss❧ä♥❣❡ acz ❢ü❤r❡♥ ✇ür❞❡✳ ❉❡♥s❡❧❜❡♥ ❊✛❡❦t ❤❛t ❞✐❡ ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ❡✐♥❡r ❣❡♠✐tt❡❧✲
t❡♥ ❘✐ss❧ä♥❣❡ ü❜❡r ❞✐❡ ❣❡s❛♠t❡ ❇r❡✐t❡ ✭①✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡✮ ❞❡r ❘✐ss❢r♦♥t✳ ❉❛♠✐t ✐st ❡s ♠ö❣❧✐❝❤✱ ❞❛s
▼✐♥✐♠✉♠ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡❢✉♥❦t✐♦♥ ❡①❛❦t ❛❜③✉❜✐❧❞❡♥✳ ❉❡r ❢❡st❣❡❧❡❣t❡ ❆✉s✇❡rt✉♥❣s♦rt ✉♥❞ ❞✐❡
❲❛❤❧ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥ ❞❡r ❘✐sss♣✐t③❡ r❡s✉❧t✐❡r❡♥ ❢♦❧❣❧✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡r ❦♦♥s❡r✈❛t✐✈❡♥
❆❜s❝❤ät③✉♥❣ ❞❡r ❘✐ss❧ä♥❣❡✳
❊s ❧ässt s✐❝❤ ❦♦♥st❛t✐❡r❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡ ❡✐♥❡s ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡♥ ❈◆❇✲
❱❡rs✉❝❤❡s ❛♥ ❡✐♥❡r ❦♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❜✉♥❞❡♥❡♥ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞✲Pr♦❜❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ③✉❣❡❤ör✐❣❡ ♥✉✲
♠❡r✐s❝❤❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✐t ❑♦❤äs✐✈③♦♥❡♥♠♦❞❡❧❧ ✐♥ ❣✉t❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❊s
✇✐r❞ ♥✉♠❡r✐s❝❤ ❜❡stät✐❣t✱ ❞❛ss ❑r❛❢t♠❛①✐♠✉♠ ✉♥❞ ▼✐♥✐♠✉♠ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡❢✉♥❦t✐♦♥ ❦♦rr❡✲
❧✐❡r❡♥✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ ❦♦♥♥t❡ ❣❡③❡✐❣t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❱❡rs✉❝❤s❛❜❧❛✉❢s ♥❛❝❤
❞❡r ❘✐ss✐♥✐t✐✐❡r✉♥❣ ③✉❡rst ❡✐♥ st❛❜✐❧❡s ❘✐ss✇❛❝❤st✉♠ st❛tt✜♥❞❡t✱ ❜❡✈♦r ❡✐♥❡ ✐♥st❛❜✐❧❡ ❘✐ss✲
❛✉s❜r❡✐t✉♥❣ ❡✐♥s❡t③t✳ ❉❛♠✐t ✐st ❡✐♥ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡r ◆❛❝❤✇❡✐s ❞❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡
❡r❜r❛❝❤t ✉♥❞ ❞✐❡ ❈◆❇✲❱❡rs✉❝❤❡ ❦ö♥♥❡♥ ❛❧s ❣ü❧t✐❣ ❜❡✇❡rt❡t ✇❡r❞❡♥✳
✺✳✸✳✺ ❙❡♥s✐t✐✈✐tätsst✉❞✐❡ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡r ❊✐♥✢✉ss❢❛❦t♦r❡♥
❉❡r ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡ ❱❡rs✉❝❤s❛✉❢❜❛✉ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡t s✐❝❤ ✈♦♥ ❞❡r st❛♥❞❛r❞✐s✐❡rt❡♥ ▼❡t❤♦❞❡ ♥❛❝❤
❉■◆ ❊◆ ✶✹✹✷✺✲✸ ❬✹✻❪✱ s♦ ❞❛ss ❡✐♥❡ ❙❡♥s✐t✐✈✐täts❛♥❛❧②s❡ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❋❡❤❧❡r♥ ✉♥❞ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥
❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤ ✐st✳ ❩✉♥ä❝❤st ✇✐r❞ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ▲❛❣❡r❦ör♣❡r ❛✉❢ ❞✐❡ ❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲
❑✉r✈❡♥ ✉♥❞ ❛✉❢ ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡♥ ❩✉❣s♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ❛♥ ❞❡r Pr♦❜❡♥✉♥t❡rs❡✐t❡ ✉♥t❡rs✉❝❤t✳ ❩✐❡❧
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❩✉❡rst ✇✐r❞ ❡✐♥ ❍❛❧❜♠♦❞❡❧❧ ♠✐t ❞❡r r❡❛❧❡♥ ❇❡❧❛st✉♥❣ss✐t✉❛t✐♦♥ ✭❘❡❢❡r❡♥③♠♦❞❡❧❧✮ s✐♠✉❧✐❡rt
✉♥❞ ♠✐t ❥❡ ❡✐♥❡♠ ❱✐❡rt❡❧♠♦❞❡❧❧ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❡♥t✇❡❞❡r ❛✉ss❝❤❧✐❡ß❧✐❝❤ ❘♦❧❧❡♥ ♦❞❡r
❑✉❣❡❧♥ ❛❧s ▲❛❣❡r❦ör♣❡r ♠♦❞❡❧❧✐❡rt ✐st✳ ❉✐❡ ❡r③✐❡❧t❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ s✐♥❞ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✷✻✭❛✮
✉♥❞ ✺✳✷✻✭❜✮ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳
❉❛s ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t ❘♦❧❧❡♥ ③❡✐❣t ❦♦♥s✐st❡♥t ❞✐❡ ❤ö❝❤st❡ ❙t❡✐❣✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲
❑✉r✈❡✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❛s ❑✉❣❡❧♠♦❞❡❧❧ ❞✐❡ ♥✐❡❞r✐❣st❡ ❛✉❢✇❡✐st✳ ❉✐❡s❡s ❊r❣❡❜♥✐s ❧ässt s✐❝❤ ❞✉r❝❤
❞✐❡ ❣❡r✐♥❣❡r❡ ❊✐♥❞r✐♥❣t✐❡❢❡ ✐♥ ❞✐❡ Pr♦❜❡ ❡✐♥❡r ❘♦❧❧❡ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❡✐♥❡r ❑✉❣❡❧ ❡r❦❧är❡♥✳
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♦❞❡❧❧ ✈❡rr✐♥❣❡rt ❞✐❡ ❙t❡✐❣✉♥❣ ✉♠ ✷✹✱✽✺✪✳ ❉❡r ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❩✉❣s♣❛♥♥✉♥❣ ❛♥
❞❡r ❙♣✐t③❡ ❞❡r ❑❡r❜❡ ❦❛♥♥ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ✐st ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ✶✪✳
■♠ ③✇❡✐t❡♥ ❙❝❤r✐tt ✇❡r❞❡♥ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❋❡❤❧❛✉sr✐❝❤t✉♥❣❡♥ ✐♠ ❱❡rs✉❝❤s❛✉❢❜❛✉
❣❡♠äß ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✷✺ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✉♥❞ ❞❡r❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞❡♥ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r s✐♠✉❧✐❡rt❡♥ ❑r❛❢t✲
❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❣❡r✐♥❣❡♥ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ③✉ ❞❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡♥
❞❡s ❘❡❢❡r❡♥③♠♦❞❡❧❧s ♠✐t ✐❞❡❛❧❡r ❆✉sr✐❝❤t✉♥❣ ♦❤♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐st ❡✐♥❡ ❉❛r✲
st❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡ ✉♥❞ ❞❡r ♠❛①✐♠❛❧❡♥ ❩✉❣s♣❛♥♥✉♥❣ ü❜❡r ❞✐❡ ❑r❛❢t
♥✐❝❤t ❣❡❡✐❣♥❡t✳ ❉❛❤❡r ③❡✐❣t ❚❛❜❡❧❧❡ ✺✳✽ ❞✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ür ❡✐♥❡ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣
u ✉♥❞ ❑r❛❢t F ♥♦r♠✐❡rt ♠✐t ❞❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡♥ ❞❡s ❘❡❢❡r❡♥③♠♦❞❡❧❧s✳ ❉✐❡ ❞❛r❣❡st❡❧❧t❡♥ ❲❡rt❡
❞❡r ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ✉♥❞ ❉r❡❤✉♥❣ s✐♥❞ ❡✐♥❡ ♦❜❡r❡ ●r❡♥③❡ ❞❡r ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❋❡❤❧❡r✳ ❉✐❡ ❉r❡❤✉♥❣
❞❡r ♦❜❡r❡♥ ❇❡❧❛st✉♥❣s❦ör♣❡r ❤❛t ❞❡♥ ❣rößt❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡✱ ✇♦❜❡✐ ❛❧❧❡ ❆✉sr✐❝❤✲
t✉♥❣s✉♥❣❡♥❛✉✐❣❦❡✐t❡♥ ③✉ s❡❤r ❣❡r✐♥❣❡♥ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ü❤r❡♥ ✉♥❞ ❞❡♠♥❛❝❤ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t
✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳
❚❛❜✳ ✺✳✽✿ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r ❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡ ❜❡✐ ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ P♦s✐t✐♦♥✐❡r✉♥❣s❢❡❤❧❡r♥ ✐♠ ❱❡r✲
s✉❝❤s❛✉❢❜❛✉ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❞❡✜♥✐❡rt❡♥ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ u ✉♥❞ ❑r❛❢t F ✱ ♥♦r♠✐❡rt ♠✐t ❞❡♠ ❘❡❢❡r❡♥③♠♦❞❡❧❧
❋❡❤❧❡r F (u)/F ref σmax(F )/σrefmax
❘❡❢❡r❡♥③♠♦❞❡❧❧ ♦❤♥❡ ❋❡❤❧❡r ✶✱✵ ✶✱✵
❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ∆z = ✵✱✺♠♠ ✵✱✾✽✹ ✶✱✵✵✺
❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ∆x = ✵✱✺♠♠ ✵✱✾✾✽ ✶✱✵✵✶
❘♦t❛t✐♦♥ δ = ✶✵◦ ✵✱✾✽✸ ✶✱✵✵✺
❊s ✐st ③✉ ❜❡❛❝❤t❡♥✱ ❞❛ss ❥❡❞❡r ✐♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✺✳✽ ❛✉❢❣❡❢ü❤rt❡ P♦s✐t✐♦♥✐❡r✉♥❣s❢❡❤❧❡r ❛✉❝❤ ✐♥ ✉♠✲
❣❡❦❡❤rt❡r ❘✐❝❤t✉♥❣ ❛✉❢tr❡t❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞✳ ❤✳ ❡✐♥❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ✈♦♥ −✵✱✺♠♠ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❉r❡❤✉♥❣
✈♦♥ −✶✵◦✱ ✇♦❜❡✐ s✐❝❤ s❡❤r ä❤♥❧✐❝❤❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✇✐❡ ❞✐❡ ❞❛r❣❡st❡❧❧t❡♥ ❡r❣❡❜❡♥✳
✾✵ ✺ ❊r❣❡❜♥✐ss❡
✺✳✹ ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♣❛r❛♠❡t❡r
❋ür ❜❡✐❞❡ ✉♥t❡rs✉❝❤t❡ ❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛❡ ③❡✐❣t s✐❝❤ ❡✐♥ ❛✉s❣❡♣rä❣t❡s ♥✐❝❤t✲❧✐♥❡❛r❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥
✐♠ ❇✸❇✲❱❡rs✉❝❤ ❜❡✐ ❞❡r ❤ö❝❤st❡♥ Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r ✈♦♥ ✶✺✵✵ ◦❈✳ ◆❛❝❤ ❊rr❡✐❝❤❡♥ ❡✐♥❡s ❑r❛❢t✲
♠❛①✐♠✉♠s ❢ä❧❧t ❞✐❡ ❑r❛❢t ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t st❡✐❣❡♥❞❡r ❙t❡♠♣❡❧✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❧❛♥❣s❛♠ ❛❜✳ ❉❛♠✐t
❦❛♥♥ ❞❡r ❇r✉❝❤✈♦r❣❛♥❣ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❛❧s ❙♣rö❞❜r✉❝❤ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ❡s ❜❡❞❛r❢
❡✐♥❡s s❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❆♥s❛t③❡s ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥s✳ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✷✼
③❡✐❣t ❞✐❡ ❣❡♠✐tt❡❧t❡♥ ❑✉r✈❡♥ ❛❧❧❡r ❇✸❇✲❱❡rs✉❝❤❡ ❡✐♥❡r ❚❡str❡✐❤❡ ❞❡s ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❦❡r❛♠✐s❝❤❡♥
❲❡r❦st♦✛❡s ♠✐t ✉♥t❡r❡r ✉♥❞ ♦❜❡r❡r ❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣✳
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❆❜❜✳ ✺✳✷✼✿ ●❡♠✐tt❡❧t❡r ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r ❣❡♠❡ss❡♥❡♥ ❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡♥ ❜❡✐♠ ❇✸❇✲❱❡rs✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ ✉♥✲
t❡rs✉❝❤t❡♥ ❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛❡ ❜❡✐ ✶✺✵✵ ◦❈
❆✉ß❡r❞❡♠ ✇✉r❞❡♥ ❢ür ❞❛s ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞✲❲❡r❦st♦✛s②st❡♠ ❡✐♥③❡❧♥❡ ❱❡rs✉❝❤❡ ✈♦r③❡✐t✐❣
❜❡❡♥❞❡t✱ ✉♠ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❉❛t❡♥♣✉♥❦t❡ ❛✉s ❞❡♥ ❣❡♠❡ss❡♥❡♥ ❑✉r✈❡♥ ♠✐t ❱❡rs❛❣❡♥s❜✐❧❞❡r♥
❦♦rr❡❧✐❡r❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳ ❋ür ❥❡❞❡♥ ❱❡rs✉❝❤ ✇✉r❞❡ ♥❛❝❤ ❆❜❧❛✉❢ ❞❡s ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❞✐❡ Pr♦❜❡ ✐♥
❱♦r❞❡r✲ ✉♥❞ ❙❡✐t❡♥❛♥s✐❝❤t ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥✱ s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✷✽✳
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❆❜❜✳ ✺✳✷✽✿ ❱♦r❞❡r✲ ✉♥❞ ❙❡✐t❡♥❛♥s✐❝❤t ❣❡t❡st❡t❡r ❆❧✷❖✸✲Pr♦❜❡♥ ♥❛❝❤ ❇✸❇✲❱❡rs✉❝❤ ❜❡✐ ✶✺✵✵ ◦❈
❆♥ ❞❡♥ ❢ü♥❢ Pr♦❜❡♥❛♥s✐❝❤t❡♥ ✭■✲❱✮ ❧ässt s✐❝❤ ❡✐♥❡ ✇❛❝❤s❡♥❞❡✱ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ♣❧❛st✐s❝❤❡ ❉✉r❝❤✲
❜✐❡❣✉♥❣ ❡r❦❡♥♥❡♥✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ ✐st ❡✐♥❡ ❡rst❡ s✐❝❤t❜❛r❡ ❘✐ss✐♥✐t✐✐❡r✉♥❣ ❜❡✐ Pr♦❜❡ ■■ ✐❞❡♥t✐✜③✐❡r✲
❜❛r✳ ❆✉s❣❡❤❡♥❞ ❞❛✈♦♥ ✇❛❝❤s❡♥ ❞r❡✐ ❍❛✉♣tr✐ss❡ s❡♥❦r❡❝❤t ③✉r ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❣rößt❡♥ ✇✐r❦❡♥❞❡♥
✺✳✹ ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♣❛r❛♠❡t❡r ✾✶
❍❛✉♣ts♣❛♥♥✉♥❣❡♥✱ ❛❧s♦ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❆✉✢❛❣❡❦✉❣❡❧♥✳ ❉❡♥♥♦❝❤ tr❡t❡♥ ❛✉❝❤ ❦❧❡✐♥❡r❡ ❘✐ss❡ ✐♥
❛♥❞❡r❡ ❘✐❝❤t✉♥❣❡♥ ❛✉❢✱ ✇♦❜❡✐ ❛❧❧❡ ❘✐ss❡ ❡✐♥❡ r❛❞✐❛❧❡ ❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣ ❣❡♠❡✐♥ ❤❛❜❡♥✳
▼✐t ❍✐❧❢❡ ❡✐♥❡s s❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❆♥s❛t③❡s✱ s✐❡❤❡ ❆❜s❝❤♥✐tt ✹✳✻✱ s♦❧❧ ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧✲
✈❡r❤❛❧t❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❱❡rs✉❝❤❡s ❞✉r❝❤❣❡✲
❢ü❤rt ✉♥❞ ❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ▼♦❞❡❧❧♣❛r❛♠❡t❡r ♠✐tt❡❧s P❛r❛♠❡t❡r✐❞❡♥t✐✜❦❛t✐♦♥ ❛❜❣❡s❝❤ät③t✳
❘❡s✉❧t❛t ✐st ❡✐♥❡ ❡rst❡✱ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✲ ✉♥❞ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣s✲
✈❡r❤❛❧t❡♥s ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛❡ ❜❡✐ ❞✐❡s❡r Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r✳ ❉❛❜❡✐ ✇❡r❞❡♥ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r
❣r♦ß❡♥ ❛✉❢❣❡❜r❛❝❤t❡♥ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ ❣r♦ß❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ✐♥ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✳
❯♠ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ▼♦❞❡❧❧♣❛r❛♠❡t❡r s♦ ❣❡r✐♥❣ ✇✐❡ ♠ö❣❧✐❝❤ ③✉ ❤❛❧t❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥③❡❧♥❡ P❛r❛♠❡✲
t❡r ❡✐♥❢❛❝❤❡r ③✉ ✐❞❡♥t✐✜③✐❡r❡♥✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❑♦♠♣❧❡①✐tät ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s s❝❤r✐tt✇❡✐s❡ ❣❡st❡✐❣❡rt✳ ❆✉s✲
❣❛♥❣s♣✉♥❦t ✐st ❡✐♥❡ ❧✐♥❡❛r✲❡❧❛st✐s❝❤❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞ ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ✐❞❡❛❧✲♣❧❛st✐s❝❤❡s ▼❛✲
t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✳ ❆❜s❝❤❧✐❡ß❡♥❞ ❡r❢♦❧❣t ❡✐♥❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✐t ❡❧❛st✐s❝❤✲♣❧❛st✐s❝❤❡♥
▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ✉♥t❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣✳ ❉❛♠✐t ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ③✉ ❜❡✲
st✐♠♠❡♥❞❡ ▼♦❞❡❧❧♣❛r❛♠❡t❡r✿
❼ ❡❧❛st✐s❝❤ ✭❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ E ✉♥❞ ◗✉❡r❦♦♥tr❛❦t✐♦♥s③❛❤❧ ν✮✱
❼ ♣❧❛st✐s❝❤ ✭❋❧✐❡ßs♣❛♥♥♥✉♥❣ σ0Y✮ s♦✇✐❡
❼ s❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐s❝❤ ✭♣❧❛st✐s❝❤❡ ❱❡r❣❧❡✐❝❤s❞❡❤♥✉♥❣ ③✉♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✲
✐♥✐t✐✐❡r✉♥❣ εpl,0eq ✱ s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ GD✮✳
❆✉ß❡r❞❡♠ ✐st ❞✐❡ ❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡ ❊❧❡♠❡♥t❧ä♥❣❡ l ❡✐♥ ✇❡✐t❡r❡r ✉♥❜❡❦❛♥♥t❡r P❛r❛♠❡t❡r✳ ❉✐❡s❡
✐st ❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♠ ❣❡✇ä❤❧t❡♥ ❊❧❡♠❡♥tt②♣✱ ❞❡r ❆♥s❛t③❢✉♥❦t✐♦♥ s♦✇✐❡ ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡s ❋❊✲
◆❡t③❡s ✐♠ ▼♦❞❡❧❧✳ ❋ür ❞✐❡ ❣❡✇ä❤❧t❡ ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ ♠✐t ♣r✐s♠❛t✐s❝❤❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡♥ ♠✐t ❞r❡✐✲
❡❝❦✐❣❡r ●r✉♥❞✢ä❝❤❡ ✭❈✸❉✻✮ ✉♥❞ ❡✐♥❡r ❑❛♥t❡♥❧ä♥❣❡ ✈♦♥ ✵✱✶♠♠ ✉♥❞ ❡✐♥❡r ❍ö❤❡ ✈♦♥ ✵✱✵✺♠♠
❡r❣✐❜t s✐❝❤ ♥❛❝❤ ❆❜❛q✉s ❬✶✺✼❪ ❡✐♥❡ ❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡ ❊❧❡♠❡♥t❧ä♥❣❡ ✈♦♥ l = ✵✱✵✻♠♠✳
❯♠ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❙♦❧t②s✐❛❦ ❬✶✺✾❪ ❜❡❧❡❣t❡ ❩✉❣✲❉r✉❝❦✲❆s②♠♠❡tr✐❡ ❞❡s ❲❡r❦st♦✛s ③✉ ❜❡rü❝❦✲
s✐❝❤t✐❣❡♥✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ♣❧❛st✐s❝❤❡ ❱❡r❣❧❡✐❝❤s❞❡❤♥✉♥❣ ③✉♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✐♥✐t✐✐❡r✉♥❣
✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣s♠❡❤r❛❝❤s✐❣❦❡✐t η✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛❧s ◗✉♦t✐❡♥t ❛✉s ❞❡♠ ❤②❞r♦st❛t✐✲
s❝❤❡♥ ❆♥t❡✐❧ ❞❡s ❙♣❛♥♥✉♥❣st❡♥s♦rs σHij = σii/3 ✉♥❞ ❞❡r ✈♦♥ ▼✐s❡s✲❱❡r❣❧❡✐❝❤ss♣❛♥♥✉♥❣ σvM
❞❡✜♥✐❡rt ✐st✱ ❢♦r♠✉❧✐❡rt✳ ❋ür ❡✐♥❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣s♠❡❤r❛❝❤s✐❣❦❡✐t ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ◆✉❧❧ ✇✐r❞ ❞✐❡ ♣❧❛st✐✲
s❝❤❡ ❱❡r❣❧❡✐❝❤s❞❡❤♥✉♥❣ ③✉♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✐♥✐t✐✐❡r✉♥❣ εpl,0eq = 1 ❞❡✜♥✐❡rt✱ ✇♦♠✐t
♣r❛❦t✐s❝❤ ❦❡✐♥❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ✐♥ ❋♦❧❣❡ ✈♦♥ ❉r✉❝❦s♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ❛✉❢tr✐tt✳ ❋ür ③✉❣❜❡❛♥s♣r✉❝❤t❡
❇❡r❡✐❝❤❡ s♦❧❧ ❡✐♥❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❜❡r❡✐ts ❜❡✐ ❦❧❡✐♥❡♥ ♣❧❛st✐s❝❤❡♥ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❡✐♥s❡t③❡♥✱ ✇♦❜❡✐
❞❡r ●r❡♥③✇❡rt ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❉❛t❡♥ ❜❡st✐♠♠t ✇✐r❞✳
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✷✾ ✉♥❞ ❚❛❜❡❧❧❡ ✺✳✾ ③❡✐❣❡♥ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥✳
❚❛❜✳ ✺✳✾✿ ❊r♠✐tt❡❧t❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡s ❇✸❇✲❚❡sts ❜❡✐ ✶✺✵✵ ◦❈
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❆❜❜✳ ✺✳✷✾✿ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ✉♥❞ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡♥ ❜❡✐♠ ❇✸❇✲❱❡rs✉❝❤
❢ür ❞✐❡ ✉♥t❡rs✉❝❤t❡♥ ❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛❡ ❜❡✐ ✶✺✵✵ ◦❈ ✭❊①♣ ✕ ❊①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❡❧ ✕ ❡❧❛st✐s❝❤✱ ❡❧✲♣❧ ✕ ❡❧❛st✐s❝❤✲♣❧❛st✐s❝❤✱
❡❧✲♣❧✲❞❛♠ ✕ ❡❧❛st✐s❝❤✲♣❧❛st✐s❝❤ ✉♥❞ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣✮
s✐❝❤ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ▼♦❞❡❧❧♣❛r❛♠❡t❡r ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❇❡r❡✐❝❤❡ ✐♥ ❞❡r
❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡ ❛✉❢✇❡✐s❡♥✳ ▼✐t ❞❡r r❡✐♥ ❧✐♥❡❛r✲❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❦❛♥♥ ♥✉r
❞❛s ❆♥❢❛♥❣s✈❡r❤❛❧t❡♥ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t ✇❡r❞❡♥✱ ✇♦❤✐♥❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ❡❧❛st✐s❝❤✲✭✐❞❡❛❧✲✮♣❧❛st✐s❝❤❡ ▼❛t❡✲
r✐❛❧❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❛✉❝❤ ❞❡♥ ❇❡❣✐♥♥ ❞❡s ♥✐❝❤t✲❧✐♥❡❛r❡♥ ❱❡r❧❛✉❢s ❞❡r ❑✉r✈❡ ❦♦rr❡❦t ✈♦r❤❡rs❛❣t✳
❊✐♥❡ ③✉sät③❧✐❝❤❡ ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡r s❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ❡r✇❡✐t❡rt ❞❡♥
❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s❜❡r❡✐❝❤✱ ✐♥ ✇❡❧❝❤❡♠ ❞✐❡ ❑✉r✈❡♥✈❡r❧ä✉❢❡ ❛✉s ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✉♥❞ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥✲
♥ä❤❡r♥❞ ❞❡❝❦✉♥❣s❣❧❡✐❝❤ s✐♥❞✳ ❉✐❡ ♣❧❛st✐s❝❤❡ ❱❡r❣❧❡✐❝❤s❞❡❤♥✉♥❣ ③✉♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t ❞❡r ❙❝❤ä❞✐✲
❣✉♥❣s✐♥✐t✐✐❡r✉♥❣ ✇✉r❞❡ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❡❧❛st✐s❝❤✲♣❧❛st✐s❝❤❡♥ ❘❡❝❤♥✉♥❣ ❜❡st✐♠♠t✳ ❉❛❜❡✐ ✇✉r❞❡
❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣❧❛st✐s❝❤❡ ❉❡❤♥✉♥❣ ③✉♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t ❞❡s ❆❜✇❡✐❝❤❡♥s ❞❡r ❡r♠✐tt❡❧t❡♥ ❑r❛❢t✲
❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡ ✈♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❘❡s✉❧t❛t ❢❡st❣❡❧❡❣t✳ ●❡♥❡r❡❧❧ ✇✐r❞ ❢ür ❞❛s ❦♦❤❧❡♥✲
st♦✛❣❡❜✉♥❞❡♥❡ ▼❛t❡r✐❛❧ ❞❛s ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✈❡r❤❛❧t❡♥ ❛✉❝❤ ❜❡✐ ❤ö❤❡r❡♥ ❙t❡♠♣❡❧✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥
❛❧s ❜❡✐♠ r❡✐♥❡♥ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞ r✐❝❤t✐❣ ❛❜❣❡s❝❤ät③t✳ ❉❡♥♥♦❝❤ ❣❡❧✐♥❣t ❡s ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥
❛❧❧❡r ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❢ür ❜❡✐❞❡ ✉♥t❡rs✉❝❤t❡♥ ❦❡r❛♠✐s❝❤❡♥ ❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛❡ ♥✐❝❤t✱ ❞❛s ❑r❛❢t✲
♠❛①✐♠✉♠ ✉♥❞ ❞❡♥ ❆❜❢❛❧❧ ❞❡r ❑r❛❢t ③✉ s✐♠✉❧✐❡r❡♥✳ ❉❛❤❡r ✇❡r❞❡♥ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞ ❞✐❡ ❊✐❣♥✉♥❣
❞❡s ❣❡✇ä❤❧t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧❛♥s❛t③❡s s♦✇✐❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ▲ös✉♥❣s✈♦rs❝❤❧ä❣❡ ❞✐s❦✉t✐❡rt✳
❉❡r ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✷✾✭❛✮ ✇❡❧❧❡♥❢ör♠✐❣❡ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r ❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡ ❜❡✐ ❙❝❤ä✲
❞✐❣✉♥❣s❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ✐st ♥✉♠❡r✐s❝❤❡r ◆❛t✉r✱ ✈♦♥ ❞❡r ❲❛❤❧ ❞❡r ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ ❛❜❤ä♥❣✐❣
✉♥❞ ❧ässt s✐❝❤ ❛✉❝❤ ✐♥ ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ❜❡♦❜❛❝❤t❡♥✱ s✐❡❤❡ ▲✐❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✾✵❪✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤
❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ✉♥❞ ♣❧❛st✐s❝❤❡♥ ❉❡❤♥✉♥❣ ❡✐♥❡r Pr♦❜❡ ♥❛❝❤ ❇❡❡♥❞✐❣✉♥❣ ❞❡s ❱❡rs✉❝❤❡s ③✉♠
❩❡✐t♣✉♥❦t ❞❡s ❑r❛❢t♠❛①✐♠✉♠s✱ ❛❧s♦ Pr♦❜❡ ■ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✷✽✱ ✉♥❞ ❞❡r ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ♥✉♠❡r✐✲
s❝❤❡♥ ❉❛t❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❡ ❞❡✉t❧✐❝❤✳ ❉✐❡ ❣❡t❡st❡t❡ Pr♦❜❡ ③❡✐❣t ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥❞ ❣❡r✐♥❣❡
♣❧❛st✐s❝❤❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ❡s ✐st ♥♦❝❤ ❦❡✐♥❡ ❘✐ss✐♥✐t✐✐❡r✉♥❣ ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✳ ❉❛❣❡❣❡♥ ✇❡✐st
❞✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡✐♥❡ ♣❧❛st✐s❝❤❡ ❱❡r❣❧❡✐❝❤s❞❡❤♥✉♥❣ ✈♦♥ ü❜❡r ✶✶✪ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❘✐ss❧ä♥❣❡ ✈♦♥ ❡t✇❛
✵✱✸♠♠ ❛✉❢✳ ❉✐❡s ❧ässt ❞❛r❛✉❢ s❝❤❧✐❡ß❡♥✱ ❞❛ss ✐♥ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦✇♦❤❧ ♣❧❛st✐s❝❤❡ ❉❡❤♥✉♥❣❡♥
❛❧s ❛✉❝❤ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✐♥✐t✐✐❡r✉♥❣ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉♠ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ü❜❡rs❝❤ät③t ✇❡r❞❡♥✳
✺✳✹ ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♣❛r❛♠❡t❡r ✾✸
❊✐♥❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ❊r❦❧är✉♥❣ ❧✐❡❣t ✐♥ ❞❡r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s✱ ✇❡❧✲
❝❤❡s ❜✐s❤❡r ❧✐♥❡❛r✲❡❧❛st✐s❝❤ ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥ ✇✉r❞❡✳ ▼✐t ❡✐♥❡r ♥✐❝❤t✲❧✐♥❡❛r❡♥ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ✐st
❡s ♠ö❣❧✐❝❤✱ ❡✐♥❡ ♥✐❝❤t✲❧✐♥❡❛r❡ ❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡ ♦❤♥❡ P❧❛st✐③✐tät ❛❜❜✐❧❞❡♥ ③✉ ❦ö♥✲
♥❡♥✳ ❉❛❞✉r❝❤ ✇ür❞❡♥ s♦✇♦❤❧ ❞✐❡ ♣❧❛st✐s❝❤❡♥ ❉❡❤♥✉♥❣❡♥ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✐♥✐t✐✐❡r✉♥❣
s♣ät❡r ❡✐♥s❡t③❡♥✳ ❯♠ ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❡✐♥❡r s♦❧❝❤❡♥ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✱ ✇ä✲
r❡♥ ✇❡✐t❡r❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ♥♦t✇❡♥❞✐❣✱ ❜❡✐ ✇❡❧❝❤❡♥ Pr♦❜❡♥ s❝❤r✐tt✇❡✐s❡ ❜✐s ③✉♠ ▼❛①✐♠✉♠ ❜❡✲
✉♥❞ ❛♥s❝❤❧✐❡ß❡♥❞ ❡♥t❧❛st❡t ✇❡r❞❡♥✱ ✉♠ ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r Pr♦❜❡♥♥❛❝❤❣✐❡❜✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ✐rr❡✈❡r✲
s✐❜❧❡ ♣❧❛st✐s❝❤❡ ❉❡❤♥✉♥❣❡♥ ❜❡✐ ✈♦❧❧❦♦♠♠❡♥❡r ❊♥t❧❛st✉♥❣ ❜❡✇❡rt❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳ ❊✐♥❡ ♠ö❣❧✐✲
❝❤❡ ❘❛t❡♥❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❦♦♥st✐t✉t✐✈❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❧ässt s✐❝❤ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ✈♦♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥
❇❡❧❛st✉♥❣s❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❡r♠✐tt❡❧♥✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❣❡r✐♥❣❡♥
❱❡rs✉❝❤s❞❛✉❡r s✐♥❞ ❑r✐❡❝❤♠❡❝❤❛♥✐s♠❡♥ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❡✐♥❤❡r❣❡❤❡♥❞❡ ♣❧❛st✐s❝❤❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥
✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❜❛r✳
❊✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ❆♥♥❛❤♠❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❦r✐t✐s❝❤ ③✉ s❡❤❡♥ ✐st✱ ✐st ❞✐❡ ✐❞❡❛❧✲♣❧❛st✐s❝❤❡ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣✱
❜❡✐ ✇❡❧❝❤❡r ❜❡✐ ❩✉❣ ✉♥❞ ❉r✉❝❦ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❋❧✐❡ßs♣❛♥♥✉♥❣ ❡✐♥❣❡s❡t③t ✇✐r❞✳ ❉✐❡ ❩✉❣✲❉r✉❝❦✲
❆s②♠♠❡tr✐❡ ❦❡r❛♠✐s❝❤❡r ❲❡r❦st♦✛❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❢ür ❞❛s ❦♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❜✉♥❞❡♥❡ ❙②st❡♠ ❞✉r❝❤ ❙♦❧✲
t②s✐❛❦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✻✵❪ ❣❡③❡✐❣t ✇✉r❞❡✱ ✇✉r❞❡ ❜✐s❤❡r ♥✉r ✐♥ ❞❡r ♣❧❛st✐s❝❤❡♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤s❞❡❤♥✉♥❣
③✉r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✐♥✐t✐✐❡r✉♥❣ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✳ P❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ s✐♥♥✈♦❧❧❡r ✇är❡ ❡✐♥❡ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ❞❡r
❆♥❢❛♥❣s✢✐❡ßs♣❛♥♥✉♥❣ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡s ✇✐r❦❡♥❞❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣s③✉st❛♥❞❡s✳ ❉❡♥❦❜❛r ✐st ❞❛s
✐♥ ❆❜❛q✉s ❬✶✺✼❪ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐❡rt❡ ❉r✉❝❦❡r✲Pr❛❣❡r✲▼♦❞❡❧❧✳
❲ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ tr❡t❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ③✉❣❜❡❧❛st❡t❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡♥ ❞❡✈✐❛t♦r✐s❝❤❡ ✉♥❞ ❤②✲
❞r♦st❛t✐s❝❤❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣s❛♥t❡✐❧❡ ❛✉❢✳ ❉✐❡ ❋❧✐❡ß❢✉♥❦t✐♦♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❛r❛✉s r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡♥ ❛✉❢tr❡✲
t❡♥❞❡♥ ♣❧❛st✐s❝❤❡♥ ❉❡❤♥✉♥❣❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ③✉r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❜❡✐tr❛❣❡♥✱ s✐♥❞ ✈♦♥ ❞❡r
✈♦♥ ▼✐s❡s✲❱❡r❣❧❡✐❝❤ss♣❛♥♥✉♥❣ ❛❜❤ä♥❣✐❣✱ ✇❡❧❝❤❡ ♥❛❝❤ ❞❡r ●❡st❛❧tä♥❞❡r✉♥❣s❤②♣♦t❤❡s❡ ♥✉r
❞❡✈✐❛t♦r✐s❝❤❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣s❛♥t❡✐❧❡ ❞❡s ❙♣❛♥♥✉♥❣st❡♥s♦rs ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✳ ❊s ✐st ③✉ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥✱
✇❡❧❝❤❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❡✐♥ ❛♥❞❡r❡s ❱❡r❣❧❡✐❝❤ss♣❛♥♥✉♥❣s❦r✐t❡r✐✉♠ ❛✉❢ ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s❡r❣❡❜♥✐ss❡
❤❛t✳

✾✺
✻ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣ ✉♥❞ ❆✉s❜❧✐❝❦
■♥ ❞❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❆r❜❡✐t ✇❡r❞❡♥ ❜r✉❝❤✲ ✉♥❞ s❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❦❡✲
r❛♠✐s❝❤❡r ❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡s ❙❋❇ ✾✷✵ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t ✉♥❞ ❡r❢♦rs❝❤t ✇❡r✲
❞❡♥✱ ❜❡st✐♠♠t✳ ●❡❣❡♥st❛♥❞ ❞❡r ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ s✐♥❞ ❞✐❡ ❢ür ❞✐❡ ▼❡t❛❧❧s❝❤♠❡❧③❡✜❧tr❛t✐♦♥
❡✐♥❣❡s❡t③t❡♥ ❲❡r❦st♦✛❡ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞ s♦✇✐❡ ❦♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❜✉♥❞❡♥❡s ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞✳ ❋ür
❜❡✐❞❡ ❲❡r❦st♦✛❣r✉♣♣❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ s✐❝❤ ✐♥ ❝❤❡♠✐s❝❤❡r ❩✉s❛♠♠❡♥s❡t③✉♥❣✱ ❲är♠❡❜❡❤❛♥❞❧✉♥❣✱
▼✐❦r♦str✉❦t✉r ✉♥❞ P♦r♦s✐tät ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✱ ✇✉r❞❡♥ ❑❧❡✐♥st♣r♦❜❡♥ ❣❡❢❡rt✐❣t ✉♥❞ ✐♥ ♠✐♥✐❛✲
t✉r✐s✐❡rt❡♥ Prü❢♠❡t❤♦❞❡♥ ❜❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ❜✐s ③✉♠ ❱❡rs❛❣❡♥ ❣❡t❡st❡t✳ ❊✐✲
♥❡ ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ❞❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❉❛t❡♥ ✉♥❞ ③✉❣❡❤ör✐❣❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ❧✐❡❢❡r♥
s❝❤❧✐❡ß❧✐❝❤ ❊r❦❡♥♥t♥✐ss❡ ③✉♠ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✲ ✉♥❞ ❱❡rs❛❣❡♥s✈❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡r ❦❡r❛♠✐s❝❤❡♥ ❋✐❧t❡r✲
✇❡r❦st♦✛❡✳ ❊s ✇✉r❞❡♥ ❧❡t③t❧✐❝❤ ▼❛t❡r✐❛❧❦❡♥♥✇❡rt❡ ③✉r ❜✐❛①✐❛❧❡♥ ❇✐❡❣❡❢❡st✐❣❦❡✐t✱ ❞❡r ❇r✉❝❤✲
③ä❤✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ❞❡r s❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❱❡rs❛❣❡♥s❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❜❡st✐♠♠t ✉♥❞ s♦♠✐t ❡✐♥
❇❡✐tr❛❣ ③✉r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❈❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ♥❡✉❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡♥ ❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛❡ ❣❡❧❡✐st❡t✱
✇♦❜❡✐ ✐♥s❣❡s❛♠t ✽✸✵ Pr♦❜❡♥ ❣❡t❡st❡t ✇✉r❞❡♥✳
■♠ ❡rst❡♥ ❚❡✐❧ ❞❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❆r❜❡✐t ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❛♥❣❡✇❛♥❞t❡♥ Prü❢♠❡t❤♦❞❡♥ ✉♥❞ ❞❡r❡♥
❤✐st♦r✐s❝❤❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❆✉s❣❡❤❡♥❞ ❞❛✈♦♥ ✉♥❞ ✉♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡r ❆♥✲
❢♦r❞❡r✉♥❣❡♥ ❛♥ ❡✐♥❡ ❍♦❝❤t❡♠♣❡r❛t✉r♣rü❢✉♥❣ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❡✐♥ ❆♥❢♦r❞❡r✉♥❣s♣r♦✜❧ ❢ür ❞❡♥ ❱❡r✲
s✉❝❤s❛✉❢❜❛✉ ❥❡❞❡r Prü❢♠❡t❤♦❞❡ ✉♥❞ ❞❡s ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ Prü❢st❛♥❞❡s✳ ❉✐❡ ❦♦♥str✉❦t✐✈❡ ❯♠s❡t✲
③✉♥❣ ✉♥❞ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞✐❡s❡r Prü❢stä♥❞❡ ✉♥❞ ❱❡rs✉❝❤s❛♣♣❛r❛t✉r❡♥ ✐st ❡✐♥ ✇✐❝❤t✐❣❡s ❘❡s✉❧t❛t
✉♥❞ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❢ür ✇❡✐t❡r❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❛❧s ❛✉❝❤ ③✉❦ü♥❢t✐❣❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ❛♥ ❢❡✐♥❦ör♥✐❣❡♥
❋❡✉❡r❢❡st✇❡r❦st♦✛❡♥✳
❊✐♥❡ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤❡ ❆♥❛❧②s❡ ✉♥❞ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❦❡r❛♠✐s❝❤❡♥ ❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛❡ ③❡✐❣t
❞✐❡ ❇❡s♦♥❞❡r❤❡✐t❡♥ ❞❡s ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❲❡r❦st♦✛s ❛✉❢✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❇✐♥❞✉♥❣s✲
❛rt✱ r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞ ❛✉s ❞❡r ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❲är♠❡❜❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ❞❡s ❦❡r❛♠✐s❝❤❡♥ ❙❝❤❧✐❝❦❡rs ❜❡✐✲
❞❡r ❲❡r❦st♦✛s②st❡♠❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛✉s ❥❡✇❡✐❧s ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ♣✉❧✈❡r❢ör♠✐❣❡♥ ❘♦❤st♦✛❡♥✱ ❞❡✐♦♥✐✲
s✐❡rt❡♠ ❲❛ss❡r ✉♥❞ ❆❞❞✐t✐✈❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡♠✐s❝❤t ✇❡r❞❡♥✱ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❇❡s♦♥❞❡r❤❡✐t❡♥
❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r Pr♦❜❡♥♣rä♣❛r❛t✐♦♥✳
❉✐❡ ❋❡st❧❡❣✉♥❣❡♥ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ Prü❢st❛♥❞✱ ❱❡rs✉❝❤s❛✉❢❜❛✉ s♦✇✐❡ ✲❛❜❧❛✉❢ ✉♥❞ Pr♦❜❡♥♣rä♣❛✲
r❛t✐♦♥ ❢ü❤r❡♥ ③✉ r❡♣r♦❞✉③✐❡r❜❛r❡♥ ✉♥❞ ❞❡✜♥✐❡rt❡♥ ❱❡rs✉❝❤s❛❜❧ä✉❢❡♥✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❣❡♠❡ss❡♥❡♥
❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡♥ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❞❡r ■❞❡♥t✐✜❦❛t✐♦♥ ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧❦❡♥♥✲
✇❡rt❡ s✐♥❞✳
❊✐♥ ❡rst❡s ❘❡s✉❧t❛t ✐st ❞✐❡ ❡r♠✐tt❡❧t❡ ❜✐❛①✐❛❧❡ ❇✐❡❣❡❢❡st✐❣❦❡✐t ❞❡r ❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛❡✱ ✇❡❧❝❤❡
♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡s ❇❛❧❧✲❖♥✲❚❤r❡❡✲❇❛❧❧s✲❚❡st ✭❇✸❇✲❚❡st✮ ❢ür ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ❜❡✲
st✐♠♠t ✇✉r❞❡✳ ❉❡r ❇✸❇✲❚❡st ❜✐❡t❡t ❞❡♥ ❱♦rt❡✐❧✱ ❞❛ss ❞✐❡ Pr♦❜❡♥❛❜♠❡ss✉♥❣❡♥ ä❤♥❧✐❝❤ ③✉ ❞❡♥
❋✐❧t❡rst❡❣❛❜♠❡ss✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣❡♥ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❜❛r ③✉ ❞❡♥❡♥ ✐♠ ❋✐❧tr❛t✐♦♥s♣r♦✲
③❡ss s✐♥❞✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ ✐st ❞❡r ❚❡st ✉♥❡♠♣✜♥❞❧✐❝❤ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❯♥❣❡♥❛✉✐❣❦❡✐t❡♥
❞❡r Pr♦❜❡ ✉♥❞ ❛✉❝❤ ❜❡✐ s❡❤r ❦❧❡✐♥❡♥ ❑rä❢t❡♥ ✐st ❡✐♥❡ ❆✉✢❛❣❡ st❡ts ❞❡✜♥✐❡rt✳ ❋ür ❥❡❞❡ ❣❡t❡st❡t❡
Pr♦❜❡ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❦r✐t✐s❝❤❡ ❑r❛❢t ✐❞❡♥t✐✜③✐❡rt ✉♥❞ ♠✐t ❞✐❡s❡r ❞✐❡ ❱❡rs❛❣❡♥ss♣❛♥♥✉♥❣ ❜❡r❡❝❤✲
♥❡t✳ ❉❛ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❡✐♥❡r ❢ür ❦❡r❛♠✐s❝❤❡ ❲❡r❦st♦✛❡ t②♣✐s❝❤❡♥ ❙tr❡✉✉♥❣ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡r
❙t✐❝❤♣r♦❜❡ ✉♥t❡r❧✐❡❣❡♥✱ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❲❡✐❜✉❧❧✲❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r st❛t✐st✐s❝❤❡♥
✾✻ ✻ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣ ✉♥❞ ❆✉s❜❧✐❝❦
❋❡st✐❣❦❡✐t ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❋ür ❥❡❞❡ ❱❡rs✉❝❤sr❡✐❤❡ ✇❡r❞❡♥ ❞❛❜❡✐ ♠✐♥❞❡st❡♥s ✸✵ Pr♦❜❡♥ ❣❡t❡st❡t
✉♥❞ ❞✐❡ ❲❡✐❜✉❧❧✲P❛r❛♠❡t❡r ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ▼❛①✐♠✉♠✲▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞✲▼❡t❤♦❞❡ ❛❜❣❡s❝❤ät③t✳
❋ür ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞ ✇✉r❞❡ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡r Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r ❛✉❢ ❞✐❡ ❜✐❛①✐❛❧❡ ❋❡st✐❣❦❡✐t
✉♥t❡rs✉❝❤t✳ ❊s ③❡✐❣t s✐❝❤ ❡✐♥❡ ❛♥♥ä❤❡r♥❞ ❦♦♥st❛♥t❡ ❜✐❛①✐❛❧❡ ❇✐❡❣❡❢❡st✐❣❦❡✐t ❜✐s ③✉ ❡✐♥❡r ❚❡♠✲
♣❡r❛t✉r ✈♦♥ ❡t✇❛ 1200 ◦C ✉♥❞ ❡✐♥ st❛r❦❡r ❆❜❢❛❧❧ ♦❜❡r❤❛❧❜ ❞✐❡s❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r✱ ✇♦❜❡✐ s✐❝❤
❞✐❡s❡r ❊✛❡❦t ♠✐t ❞❡♠ t❤❡r♠✐s❝❤ ❛❦t✐✈✐❡rt❡♥✱ ❞✐✛✉s✐♦♥s❦♦♥tr♦❧❧✐❡rt❡♥ ❑♦r♥❣r❡♥③❡♥❣❧❡✐t❡♥ ❞❡s
▼❛t❡r✐❛❧s ❡r❦❧är❡♥ ❧ässt✳
❋ür ❦♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❜✉♥❞❡♥❡s ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞ ✇✉r❞❡ ❛❧s ❡rst❡s ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡s Pr♦❜❡♥❤❡r✲
st❡❧❧✉♥❣s✈❡r❢❛❤r❡♥s ✉♥t❡rs✉❝❤t✱ ❞❛ ❜✐s❤❡r ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ Pr♦③❡ss♣❛r❛♠❡t❡r ❜❡✐ ❞❡r ❙❝❤❧✐❝❦❡r✲
❤❡rst❡❧❧✉♥❣ ❢ür Pr♦❜❡♥ ✉♥❞ ❋✐❧t❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇✉r❞❡♥✳ ❊r❣❡❜♥✐s ✐st ❞✐❡ ❲❡✐t❡r❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣
✉♥❞ ❱❡r❡✐♥❤❡✐t❧✐❝❤✉♥❣ ❞❡s ❍❡rst❡❧❧✉♥❣s♣r♦③❡ss❡s ❢ür ♠✐♥✐❛t✉r✐s✐❡rt❡ Pr♦❜❡♥✱ s♦ ❞❛ss ❞✐❡ ▼✐✲
❦r♦str✉❦t✉r ❛✉s ❇✸❇✲Pr♦❜❡♥ ✉♥❞ r❡❛❧❡♠ ❋✐❧t❡r ❜❡ss❡r ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠❡♥✳ ❚r♦t③ ❡✐♥❡r ✉♥t❡r✲
s❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ▼✐❦r♦str✉❦t✉r ③✉ ❞❡♥ ✐♥ ❞❡r ❡rst❡♥ ❋ör❞❡r♣❡r✐♦❞❡ ❤❡r❣❡st❡❧❧t❡♥ Pr♦❜❡♥ ✇❡✐s❡♥
❞✐❡ ❡r♠✐tt❡❧t❡♥ ❲❡✐❜✉❧❧✲P❛r❛♠❡t❡r ❥❡❞♦❝❤ ❦❡✐♥❡ s✐❣♥✐✜❦❛♥t❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❛✉❢✳
❲❡✐t❡r❤✐♥ ✇✉r❞❡ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡r Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r s♦✇✐❡ ❞❡r ❱❡r❦♦❦✉♥❣st❡♠♣❡r❛t✉r ✉♥❞ ❞❡s
❑♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❤❛❧ts ❛✉❢ ❞✐❡ ❜✐❛①✐❛❧❡ ❇✐❡❣❡❢❡st✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❆❧✷❖✸✲❈ ✉♥t❡rs✉❝❤t✳ ❍✐❡r❜❡✐ ❦♦♥♥t❡
❡r♠✐tt❡❧t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❋❡st✐❣❦❡✐t ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r ❜✐s ③✉r ❱❡r❦♦❦✉♥❣s✲
t❡♠♣❡r❛t✉r ❛♥st❡✐❣t ✉♥❞ ♦❜❡r❤❛❧❜ ❞❛✈♦♥ ❛❜❢ä❧❧t✳ ❉✐❡s❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✇✐r❞ ♠✐t ❞❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥
t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❞❡r ❑♦❤❧❡♥st♦✛♠❛tr✐① ✉♥❞ ❞❡r ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞♣❛rt✐✲
❦❡❧ ❡r❦❧ärt✳ ❆✉s ❞✐❡s❡♠ ●r✉♥❞ ❜✐❧❞❡♥ s✐❝❤ s♦✇♦❤❧ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❆❜❦ü❤❧✉♥❣ ♥❛❝❤ ❞❡r P②r♦❧②s❡
❛❧s ❛✉❝❤ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❆✉❢❤❡✐③❡♥s ♦❜❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❱❡r❦♦❦✉♥❣st❡♠♣❡r❛t✉r ▼✐❦r♦r✐ss❡✱ ✇❛s ♠❛✲
❦r♦s❦♦♣✐s❝❤ ❞✐❡ ❋❡st✐❣❦❡✐t r❡❞✉③✐❡rt✳ ❆✉ß❡r❞❡♠ ❦♦♥♥t❡ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ✈♦♥ ❘❛♠❛♥✲❙♣❡❦tr♦s❦♦♣✐❡
❡✐♥ ❢❡st✐❣❦❡✐ts♠✐♥❞❡r♥❞❡r ✐♥✲s✐t✉ ❱❡r❦♦❦✉♥❣s♣r♦③❡ss ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❡✐♥❡ ❢♦rts❝❤r❡✐t❡♥❞❡ ●r❛✜✲
t✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❇✸❇✲Pr♦❜❡♥ ❜❡❧❡❣t ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡s❡ ❜❡✐ 800 ◦C ✈❡r❦♦❦t ✉♥❞ ❜❡✐ ❤ö❤❡r❡♥
❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ❣❡t❡st❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ st❡✐❣❡♥❞❡ ●r❛✜t✐s✐❡r✉♥❣ st❡✐❣t ❞❡r ❖r❞♥✉♥❣s❣r❛❞
✉♥❞ ❞❡r ❑r✐st❛❧❧✐s❛t✐♦♥s❣r❛❞ ❞❡s ❑♦❤❧❡♥st♦✛s✳ Pr♦❜❡♥✱ ❞✐❡ ❜❡✐ 1400 ◦C ✇är♠❡❜❡❤❛♥❞❡❧t ✇❡r✲
❞❡♥✱ ③❡✐❣❡♥ ❦❡✐♥❡ ♠✐❦r♦str✉❦t✉r❡❧❧❡♥ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ✐♥ ❋♦r♠ ✈♦♥ st❡✐❣❡♥❞❡r ●r❛✜t✐s✐❡r✉♥❣
♠❡❤r✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡s❡ ❜❡✐ ❞❡r ❤ö❝❤st❡♥ Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r ✈♦♥ 1500 ◦C ❣❡t❡st❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❡r ❊✐♥✲
✢✉ss ❞❡s ❑♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❤❛❧t❡s ❧✐❡❢❡rt ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❘❡s✉❧t❛t❡✿ ❊✐♥ ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r ❑♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❤❛❧t
❡r❤ö❤t ❞✐❡ ❋❡st✐❣❦❡✐t ❣❡r✐♥❣❢ü❣✐❣✱ r❡❞✉③✐❡rt ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ❥❡❞♦❝❤ ❞✐❡ ❍❡rst❡❧❧❜❛r❦❡✐t ❞❡r Pr♦❜❡♥
s♦✇✐❡ ❞❡r ❋✐❧t❡rstr✉❦t✉r❡♥ ✉♥❞ ❡r❤ö❤t ❛✉ß❡r❞❡♠ ❞❡♥ ❋❡st✐❣❦❡✐ts❛❜❢❛❧❧ ❜❡✐ s❡❤r ❤♦❤❡♥ ❚❡♠♣❡✲
r❛t✉r❡♥ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ✐♥✲s✐t✉ ▼✐❦r♦str✉❦t✉r✉♠✇❛♥❞❧✉♥❣❡♥✳ ❆❧s ❋❛③✐t ❧ässt s✐❝❤ ❦♦♥st❛t✐❡r❡♥✱
❞❛ss ❞✐❡ ❱❡r❦♦❦✉♥❣st❡♠♣❡r❛t✉r ❢ür ❞✐❡ ❦♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❜✉♥❞❡♥❡♥ ❲❡r❦st♦✛❡ ✐♠ ■❞❡❛❧❢❛❧❧ ♥❛❤❡
❞❡r ❆♥✇❡♥❞✉♥❣st❡♠♣❡r❛t✉r ❧✐❡❣❡♥ ✉♥❞ ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ❞❡r ❑♦❤❧❡♥st♦✛❣❡❤❛❧t ♥✐❝❤t ✇❡✐t❡r ❡r❤ö❤t
✇❡r❞❡♥ s♦❧❧t❡✱ ❞❛ ❞✐❡ ◆❛❝❤t❡✐❧❡ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡r P♦r❡♥ ✉♥❞ ❍❡rst❡❧❧❜❛r❦❡✐t ❞✉r❝❤
❞❡♥ ❱♦rt❡✐❧ ❞❡r ❧❡✐❝❤t ❡r❤ö❤t❡♥ ❋❡st✐❣❦❡✐t ❜❡✐ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ❜✐s 1200 ◦C ♥✐❝❤t ❛✉❢❣❡✇♦❣❡♥
✇❡r❞❡♥✳
▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡♥ ❱❡rs✉❝❤s❛♣♣❛r❛t✉r ✉♥❞ ❞❡s ❍♦❝❤t❡♠♣❡r❛t✉r✲Prü❢st❛♥❞❡s ❦♦♥♥✲
t❡ ❞✐❡ ❜✐❛①✐❛❧❡ ❋❡st✐❣❦❡✐t ❜✐s ③✉ ❡✐♥❡r Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r ✈♦♥ 1500 ◦C ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳
❉❡r ❡✐♥❣❡❜❛✉t❡ ❘♦❤r♦❢❡♥ ❡r❧❛✉❜t✱ ❞✐❡ Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r ❜✐s 1700 ◦C ③✉ ❡r❤ö❤❡♥✱ ✇♦♠✐t ❞✐❡
●✐❡ßt❡♠♣❡r❛t✉r ✈♦♥ ❙t❛❤❧s❝❤♠❡❧③❡♥ ✈♦♥ ❡t✇❛ 1600 ◦C ❡❜❡♥❢❛❧❧s ✉♥t❡rs✉❝❤t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳
❉✐❡ ③✉❦ü♥❢t✐❣ ❣❡♣❧❛♥t❡♥ ✉♠✇❡❧t❢r❡✉♥❞❧✐❝❤❡♥ ❇✐♥❞❡rs②st❡♠❡ ❛✉❢ ❚❛♥♥✐♥✲ ✉♥❞ ▲❛❦t♦s❡✲❇❛s✐s✱
✇❡❧❝❤❡ ❞❛s ❙t❡✐♥❦♦❤❧❡♥t❡❡r♣❡❝❤ ❈❛❜♦r❡s➤ P ❡rs❡t③❡♥ s♦❧❧❡♥✱ ❦ö♥♥❡♥ s♦♠✐t ❜✐s ③✉r ❆♥✇❡♥✲
❞✉♥❣st❡♠♣❡r❛t✉r ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❆✉❝❤ ❡✐♥❡ Prü❢✉♥❣ ✈♦♥ ✢❛♠♠❣❡s♣r✐t③t❡♥ Pr♦❜❡♥
♦❞❡r ❜❡s❝❤✐❝❤t❡t❡♥ Pr♦❜❡♥ ✐st ❞❡♥❦❜❛r✳ ❉❛❜❡✐ s♦❧❧ ❛✉❝❤ ❡✐♥❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡s Prü❢st❛♥❞❡s✱
s♣❡③✐❡❧❧ ❞❡r ❇❡❧❛st✉♥❣s❡✐♥r✐❝❤t✉♥❣ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥✳
✾✼
❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡s ✇✐❝❤t✐❣❡s ❘❡s✉❧t❛t ✐st ❞✐❡ ❡r♠✐tt❡❧t❡ ❇r✉❝❤③ä❤✐❣❦❡✐t ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❦❡r❛♠✐s❝❤❡♥
❲❡r❦st♦✛❡✳ ❋ür ❜❡✐❞❡ ❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛❡ ✇✉r❞❡ ❞✐❡s❡ ❜❡✐ ❘❛✉♠t❡♠♣❡r❛t✉r ✉♥❞ 800 ◦C♠✐t ❍✐❧❢❡
❡✐♥❡s ❱✐❡r✲P✉♥❦t✲❇✐❡❣❡✈❡rs✉❝❤s❛✉❢❜❛✉ ♠✐t ❈❤❡✈r♦♥✲❣❡❦❡r❜t❡♥ Pr♦❜❡♥ ✭❈◆❇✲❱❡rs✉❝❤✮ ❡①♣❡✲
r✐♠❡♥t❡❧❧ ❜❡st✐♠♠t✳ ❉❡r ❱♦rt❡✐❧ ❞✐❡s❡r Prü❢♠❡t❤♦❞❡ ✐st✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞❡r s❝❤❛r❢❡ ❆♥r✐ss ❛✉❢❣r✉♥❞
❞❡r Pr♦❜❡♥❣❡♦♠❡tr✐❡ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❱❡rs✉❝❤❡s ❜✐❧❞❡t✳ ❇❡✐❞❡ ❲❡r❦st♦✛❡ ③❡✐❣❡♥ ❡✐♥❡♥ ❦♦♥st❛♥✲
t❡♥ ❱❡r❧❛✉❢ ♠✐t st❡✐❣❡♥❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r✱ ✇♦❜❡✐ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞ ❡t✇❛ ❞✐❡ ✺✲❢❛❝❤❡ ❇r✉❝❤③ä✲
❤✐❣❦❡✐t ❜❡✐ ❜❡✐❞❡♥ Prü❢t❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ❛✉❢✇❡✐st✳ ❯♠ ❞✐❡ ●ü❧t✐❣❦❡✐t ❞❡r ❱❡rs✉❝❤❡ ③✉ ❜❡stä✲
t✐❣❡♥✱ ✇✉r❞❡ ❡✐♥ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡s ❑♦❤äs✐✈③♦♥❡♥✲▼♦❞❡❧❧ ❞❡s ❱❡rs✉❝❤s❛✉❢❜❛✉s ❡rst❡❧❧t✳ ◆❛❝❤ ❞❡r
❡r❢♦❧❣r❡✐❝❤❡♥ ■❞❡♥t✐✜❦❛t✐♦♥ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧✲ ❜③✇✳ ❑♦❤äs✐✈♣❛r❛♠❡t❡r ♠✐tt❡❧s ❣r❛❞✐❡♥t❡♥❜❛s✐❡r✲
t❡♠ ❖♣t✐♠✐❡r✉♥❣s❛❧❣♦r✐t❤♠✉s ❦♦♥♥t❡♥ ❞✐❡ ❣❡♠❡ss❡♥❡♥ ❉❛t❡♥ ❛✉s ❞❡♠ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ❞✉r❝❤
❞✐❡ ❋❊▼✲❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t ✇❡r❞❡♥✳ ▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt❡♥ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❙✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥❡♥ ❦♦♥♥t❡ ❛✉ß❡r❞❡♠ ❞✐❡ ❘✐ss❧ä♥❣❡ ③✉♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t ❞❡s ❑r❛❢t♠❛①✐♠✉♠s ❜❡st✐♠♠t ✉♥❞
s♦♠✐t ❞✐❡ ●ü❧t✐❣❦❡✐t ❞❡r ❱❡rs✉❝❤❡ ❜❡stät✐❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❋❡r♥❡r ✇✉r❞❡ ❡✐♥❡ P❛r❛♠❡t❡rst✉❞✐❡ s♦✲
✇✐❡ ❙❡♥s✐t✐✈✐täts❛♥❛❧②s❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡r ❋❡❤❧❡r ✐♥ ❞❡r ❱❡rs✉❝❤s❛♥♦r❞♥✉♥❣ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✉♥❞ ❛✉s✲
❣❡✇❡rt❡t✱ ✇♦❜❡✐ ❞❡r ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ ✉♥❞ ❞✐❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥s❛r❜❡✐t ❞❡♥ ❣rößt❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢
❞✐❡ ❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡ ❜❡s✐t③❡♥✳ ❆❧❧❡ ✉♥t❡rs✉❝❤t❡♥ P♦s✐t✐♦♥✐❡r✉♥❣s❢❡❤❧❡r ③❡✐❣❡♥ ♥✉r
✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❜❛r❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ❘❡❢❡r❡♥③❦✉r✈❡✳
❊✐♥❡ ❱❛❧✐❞✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ✈♦♥ ❛♥❞❡r❡♥ Pr♦❜❡♥❣❡♦♠❡tr✐❡♥
✉♥❞ ❜r✉❝❤♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❱❡rs✉❝❤❡♥ ✐st ❞❡♥❦❜❛r✳ ❍✐❡r❜❡✐ s♦❧❧t❡♥ ❞✐❡ ❆♥❢♦r❞❡r✉♥❣❡♥ ❞❡r ❜❡✐✲
❞❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t❡♥ ❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛❡ ❛♥ ❞✐❡ Pr♦❜❡♥♣rä♣❛r❛t✐♦♥ ✉♥❞ ✲❤❡rst❡❧❧❜❛r❦❡✐t ❜❡❛❝❤t❡t
✇❡r❞❡♥✳
❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡r ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦t ❞❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❆r❜❡✐t ❜❡stät✐❣t ❞❛s ♥✐❝❤t✲❧✐♥❡❛r❡✱ ❞✉❦t✐❧❡
❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✲ ✉♥❞ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✈❡r❤❛❧t❡♥ ❜❡✐❞❡r ❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛❡ ❜❡✐ ❞❡r ❤ö❝❤st❡♥ Prü❢t❡♠✲
♣❡r❛t✉r ✈♦♥ 1500 ◦C ✐♠ ❇✸❇✲❱❡rs✉❝❤✳ ▼✐t ❍✐❧❢❡ ❡✐♥❡r ❡❧❛st✐s❝❤✲✭✐❞❡❛❧✮✲♣❧❛st✐s❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐✲
❛❧❢♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ✉♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❡✐♥❡s s❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❆♥s❛t③❡s ♥❛❝❤ ▲❡✲
♠❛✐tr❡ ✉♥❞ ❡✐♥❡s ❣r❛❞✐❡♥t❡♥❜❛s✐❡rt❡♥ ❖♣t✐♠✐❡r✉♥❣s❛❧❣♦r✐t❤♠✉s ❢ür ❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡r✐❞❡♥t✐✲
✜❦❛t✐♦♥ ❦♦♥♥t❡ ❡✐♥❡ ❡rst❡ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✈❡r❤❛❧t❡♥s ❡r✲
♠✐tt❡❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❊✐♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❣❡t❡st❡t❡♥ ❆❧✉♠✐♥✐✉♠♦①✐❞✲Pr♦❜❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥
❊r❣❡❜♥✐ss❡ ③❡✐❣t ❥❡❞♦❝❤ ❡✐♥❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ③✇✐s❝❤❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ✉♥❞ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❊r❣❡❜✲
♥✐ss❡♥✳ ❆♥ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡♥ P✉♥❦t❡♥ ❞❡r ❑r❛❢t✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲❑✉r✈❡♥ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡
❘❡s✉❧t❛t❡ ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ❘✐ss✐♥✐t✐✐❡r✉♥❣ s♦✇✐❡ ❞❡♥ ♣❧❛st✐s❝❤❡♥ ❉❡❤♥✉♥❣❡♥✳ ❆✉s
❞✐❡s❡♠ ●r✉♥❞ ✐st ❡✐♥❡ ❆♥♣❛ss✉♥❣ ❞❡r ❣❡✇ä❤❧t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧❢♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤✱ ✇♦❜❡✐
♥✐❝❤t✲❧✐♥❡❛r✲❡❧❛st✐s❝❤❡ ✉♥❞ ♣❧❛st✐s❝❤❡ ❆♥sät③❡ ♠✐t ❩✉❣✲❉r✉❝❦✲❆s②♠♠❡tr✐❡ ③✉ ✈❡r❢♦❧❣❡♥ s✐♥❞✳
❩✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❡✐♥❡s ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ♥✐❝❤t✲❧✐♥❡❛r✲❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣s✈❡r❤❛❧t❡♥s s✐♥❞ ❊①✲
♣❡r✐♠❡♥t❡ ♠✐t ❇❡✲ ✉♥❞ ❊♥t❧❛st✉♥❣s♣❢❛❞❡♥ ❜✐s ③✉r ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ❊♥t❧❛st✉♥❣ ♥♦t✇❡♥❞✐❣✳ ❇✐s✲
❤❡r ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❩✉❣✲❉r✉❝❦✲❆s②♠♠❡tr✐❡ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ✐♥ ❞❡r ♣❧❛st✐s❝❤❡♥ ❉❡❤♥✉♥❣ ③✉♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t
❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✐♥✐t✐✐❡r✉♥❣ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✱ ❞❡♥❦❜❛r ✇är❡ ❛✉❝❤ ❡✐♥❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❋❧✐❡ß✲
s♣❛♥♥✉♥❣ ✈♦♠ ✇✐r❦❡♥❞❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣s③✉st❛♥❞✳ ❯♠ ❞✐❡s❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❦♦rr❡❦t ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ③✉
❦ö♥♥❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❉r✉❝❦✈❡rs✉❝❤s❞❛t❡♥ ❜❡✐ 1500 ◦C ❜❡♥öt✐❣t✳ ❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡r ③✉ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥❞❡r
❊✐♥✢✉ss❢❛❦t♦r ❜❡✐♥❤❛❧t❡t ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣✱ ❞✐❡ ❜✐s❤❡r ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❘❛t❡
❞❡r ♣❧❛st✐s❝❤❡♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤s❞❡❤♥✉♥❣ ✐st✱ ✇❡❧❝❤❡ ü❜❡r ❞✐❡ ❋❧✐❡ß❢✉♥❦t✐♦♥ ❛♥ ❞✐❡ ✈♦♥ ▼✐s❡s✲
❱❡r❣❧❡✐❝❤ss♣❛♥♥✉♥❣ ❣❡❦♦♣♣❡❧t ✐st✳ ❉✐❡s❡s ♥❛❝❤ ❞❡r ●❡st❛❧tä♥❞❡r✉♥❣s❤②♣♦t❤❡s❡ ❣❡✇ä❤❧t❡ ❱❡r✲
❣❧❡✐❝❤ss♣❛♥♥✉♥❣s♠❛ß ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ♥✉r ❞❡✈✐❛t♦r✐s❝❤❡ ❆♥t❡✐❧❡ ❞❡s ❙♣❛♥♥✉♥❣st❡♥s♦rs✳ ■♥ ❞❡♥
❊r❣❡❜♥✐ss❡♥ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ tr❡t❡♥ ❥❡❞♦❝❤ ❛✉❝❤ ❤②❞r♦st❛t✐s❝❤❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣s❛♥t❡✐❧❡ ✐♥ ♥✐❝❤t ✈❡r✲
♥❛❝❤❧äss✐❣❜❛r❡r ❍ö❤❡ ❛✉❢✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❡✐♥ ❛♥❞❡r❡s ❱❡r❣❧❡✐❝❤ss♣❛♥♥✉♥❣s❦r✐t❡r✐✉♠ ♠ö❣❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡
❡✐♥❡ ❜❡ss❡r❡ ❲❛❤❧ ✐st✳ ❆✉ß❡r❞❡♠ ✐st ❡✐♥❡ ❑♦♣♣❧✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❛♥ ❞✐❡ ❣❡s❛♠t❡♥ ❉❡❤♥✉♥✲
❣❡♥ ❞❡♥❦❜❛r✱ ✉♠ ❡✐♥ s❝❤ä❞✐❣❡♥❞❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✐♠ ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ③✉ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣❡♥✳ ❆✉❝❤
✾✽ ✻ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣ ✉♥❞ ❆✉s❜❧✐❝❦
❞✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❡✐♥❡s ♥✐❝❤t✲❧♦❦❛❧❡♥ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s❛♥s❛t③❡s ♦❞❡r ❡✐♥ ♠✐❦r♦str✉❦t✉r❡❧❧ ♠♦t✐✈✐❡r✲
t❡r ❆♥s❛t③ s✐♥❞ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✐st ③✉ ❜❡❛❝❤t❡♥✱ ❞❛ss ❜❡✐❞❡ ❲❡r❦st♦✛❣r✉♣♣❡♥
✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ♠✐❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡ ❱❡rs❛❣❡♥s♠❡❝❤❛♥✐s♠❡♥ ❛✉❢✇❡✐s❡♥✳
●❡❧✐♥❣t ❡s✱ ❡✐♥ ❦♦♥st✐t✉t✐✈❡s ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ❢ür ❜❡✐❞❡ ❋✐❧t❡r✇❡r❦st♦✛❡ ❜❡✐ ❛❧❧❡♥ ❣❡✇ü♥s❝❤✲
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❬✽✶❪ ❑✐rst❡✐♥✱ ❆✳ ❋✳❀ P❡❧❧✱ ❲✳ ❍✳❀❲♦♦❧❧❡②✱ ❘✳ ▼✳❀ ❉❛✈✐s✱ ▲✳ ❏✳✿ ❉❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❡♥tr❛❧❧②
❧♦❛❞❡❞ t❤✐♥ ❝✐r❝✉❧❛r ❡❧❛st✐❝ ♣❧❛t❡s ♦♥ ❡q✉❛❧❧② s♣❛❝❡❞ ♣♦✐♥t s✉♣♣♦rts✳ ■♥✿ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
❘❡s❡❛r❝❤ ♦❢ t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❇✉r❡❛✉ ♦❢ ❙t❛♥❞❛r❞s✲❈✳ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ ■♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✼✵
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♦♥ ❡q✉❛❧❧② s♣❛❝❡❞ ♣♦✐♥t s✉♣♣♦rts✳ ■♥✿ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❘❡s❡❛r❝❤ ♦❢ t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❇✉r❡❛✉ ♦❢
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t✉r❡ ❛♥❞ ❤✉♠✐❞✐t② ♦♥ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦✲✜r❡❞ ❝❡r❛♠✐❝s✳ ■♥✿ ❏♦✉r♥❛❧
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❘❡s✉❧ts✳ ■♥✿ ❱❆▼❆ r❡♣♦rt ♥♦✳ ✸✼ ✲ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✶st ❆♥♥✉❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥
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❬✾✵❪ ▲✐❛♥✱ ❏✳❀ ❲✉✱ ❏✳❀ ▼ü♥st❡r♠❛♥♥✱ ❙✳✿ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❞ ❢♦r♠❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤✐❣❤✲
str❡♥❣t❤ ❧♦✇✲❛❧❧♦② st❡❡❧ ♣❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❇❛✐✕❲✐❡r③❜✐❝❦✐ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥✿
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s❝❤❡r ❱❡rs✉❝❤❡ ✐♥ ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠✐t ❛❦✉st✐s❝❤❡r ❊♠✐ss✐♦♥ ❜❡✐ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ❜✐s ✶✺✵✵◦❈✱
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t♦❧❡r❛♥❝❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ❣r❛♣❤✐t❡ ❛t ❡❧❡✈❛t❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ■♥✿ ◆❛t✉r❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✽
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♦❢ str❛✐♥ ❛♥❞ str❡♥❣t❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥ ♠✐♥✐❛t✉r✐s❡❞ t❡st✐♥❣ ❢♦r ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♠❡t❛❧s ❛♥❞
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